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Zamkniete orbity wokol czarnych dziur
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Czgsto przeciwstawia si¢ sobie wydluzone orbity newtonowskie, ktore sa zaw-
sze zamknigte i analogiczne orbity znane z Ogdlnej Teorii Wzglednosci, ktore
nie sg zamknigte. Ot6z mato znanym faktem jest istnienie klasy orbit zamknig-
tych wokot czarnych dziur. Maja one posta¢ ,,rozetek” przypominajacych epi-
cykloidy.
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Rys. 1. Przyktady orbity newtonowskiej (a) oraz odpowiednika w Ogoblnej Teorii Wzglednosci
z precesja (b)

Ogolna Teoria Wzglednosci wprowadza istotne zmiany zaro6wno w opisie
ruchu czgstek posiadajacych mase, jak i fotonow. W rezultacie powstajg takie
zjawiska jak zmiana pozycji na niebie gwiazd potozonych blisko Stonca, so-
czewkowanie grawitacyjne lub zmiany ksztattu orbit. Ten ostatni efekt sprawia,
ze trajektorie obiektow roznig si¢ od opisanych przez newtonowska grawitacje,
a przy odpowiednich warunkach moga tworzy¢ zamknigte petle.

Zacznijmy od ogo6lnego opisu zmiany ksztattu orbit. Najstynniejszym przy-
padkiem obserwacji rozbieznosci jest ruch Merkurego dookota Stonca. Ze
wzgledu na blisko$¢ macierzystej gwiazdy zaobserwowanie efektow relatywi-
stycznych jest tatwiejsze dla tej planety niz dla innych. Zgodnie z prawami Ke-
plera, Merkury powinien porusza¢ si¢ po orbicie eliptycznej. Jesli odlegtos¢ od
Stofica jest minimalna, znajduje si¢ on w peryhelium, jesli maksymalna —
w aphelium. Ruch najwygodniej jest opisa¢c w ukladzie biegunowym, gdzie

“ W przypadku orbit zwiazanych, np. planet, planetoid itp. Nie dotyczy to niektorych komet,
tzw. jednopojawieniowych.
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wspotrzednymi sg: odlegtosc r planety (w przyblizeniu punkt) od $rodka uktadu
oraz odlegtos¢ katowa od ustalonego kierunku odniesienia ¢. Trajektoria obiek-
tu jest opisana wzorem
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gdzie p i e (mimosrdd) sg statymi. W rzeczywistosci obserwuje si¢ precesje
peryhelium. Oznacza to, ze punkt ten przesuwa si¢ po orbicie, a planeta osiaga
minimum odlegto$ci w innych miejscach w dwodch kolejnych obiegach. Zjawi-
sko zostato zilustrowane na rys. 2. Poczatkowo probowano wyttumaczy¢ roz-
bieznos$ci na gruncie mechaniki Newtona wpltywem innych planet, jednak nie
przyniosto to pozadanych rezultatow. Zaproponowano nawet, ze wewnatrz orbi-
ty Merkurego mogtaby krazy¢ jeszcze jedna planeta, ale nie udalo si¢ jej odna-
lez¢. Wyjasnienie nadeszto dopiero wraz z pojawieniem si¢ Ogolnej Teorii
Wzglednosci.

Wedhig Ogolnej Teorii Wzglgdno$ci czas i przestrzen opisywane s3 razem
jako czasoprzestrzen, ktora ulega zakrzywieniu pod wpltywem masy i energii.
Trajektorie obiektow réznig si¢ od opisywanych przez klasyczng grawitacje.
Wtedy rozwigzanie rownan ruchu przyjmuje odmienng postac
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gdzie ¢ jest wspotrzedng katowa planety, y funkcja odlegtosci r
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natomiast Kk i x zaleza od kretu, czyli momentu pedu i energii ciala. Ry to ,,pro-
mien” horyzontu czarnej dziury, proporcjonalny do jej masy M. Doktadna for-
muta, pozwalajaca obliczy¢ Kk, ma postac
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State p i e okreslajg ksztaltt orbity. Pierwsza z nich odpowiada za to, jak duzy
jest efekt precesji, druga — za eliptycznos¢ orbity.

Funkcja F we wzorze (2) jest calkg eliptyczng, ktorej warto§¢ mozna obliczy¢
na przyktad za pomoca programu Mathematica jako EllipticF. Jezeli p>>R,,
czyli orbita nie zbliza si¢ do czarnej dziury, t0 ¢ = y i otrzymujemy newtonow-
ski wzor (1).
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Rys. 2. Precesja orbity dookota Stonca. Linia ciggta przedstawia trajektorie planety, natomiast
linie przerywane wyznaczaja granice ruchu. Polozenia peryhelium i aphelium zmieniaja si¢
w kolejnych obiegach wokot ciata centralnego

W ogblnym przypadku otrzymane w ten sposob trajektorie nie sg krzywymi
zamknietymi, jednak mozna znalez¢ warunki, dla ktérych przybieraja taka po-
stac. Jesli przyjrzymy si¢ dokladnej postaci funkcji y, to okaze sie, ze kolejne
peryhelia sg osiggane wtedy, gdy y zmienia si¢ o 2m. Stad mozna wywniosko-
wacé, ze aby ciato zakreslito krzywa zamknieta, catkowita wielokrotno$¢ ¢ musi
by¢ réwna catkowitej wielokrotnosci 2n. Parametry, dla ktorych orbita jest za-
mknigta, mozemy wigc znalez¢, wybierajac takie wartosci, aby zachodzila za-
lezno$é¢
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gdzie K jest zupelng calkg eliptyczng pierwszego rodzaju.

Przyktadowe rezultaty zostaty zilustrowane na rys. 3. Aby samodzielnie otrzy-
mac analogiczne krzywe w programie Mathematica mozna postuzy¢ si¢ poniz-
szymi formutami.

Najpierw obliczamy numerycznie p:

(* Poczatek *)
R =1 (* Jako jednostke dtugosci bierzemy promien czarnej dziury *)

e = 0.7 (* mimo$rod orbity 0<e<I *)
k=2Re/p/Sqrt[1 - 3 R/p + R/p*e]
n=4; m = 3; (* Parametry orbity zamknigtej, liczby naturalne, n>m *)

(* Linijka ponizej to numeryczne obliczenie parametru p, dla ktorego orbita si¢ zamyka.
Jezeli zamiast tego podamy inng warto$¢, lub n,m bgdzie niewymierne/przestepne, np.:
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n=Pi lub n=Sqrt[2], to orbita si¢ nie zamknie. Dla p/R rzg¢du kilkudziesi¢ciu otrzymamy
powolng precesje orbity eliptycznej, dla p/R okoto 10 skomplikowane krzywe. *)

p = p /. FindRoot[
n/m Pi == 2/Sqrt[1 - 3 R/p + R/p*e] EllipticK[k"2], {p, 2 R}] // Chop

f=2/Sqrt[1 - 3 R/p + R/p*e] EllipticF[X/2, k"2]
r=p/(1 +e Cos[X])
ParametricPlot[

{r Cos|[f], r Sin[f]},
{X,0,2Pimn}]

(* Koniec *)

Rys. 3. Orbity zamknigte otrzymane dla M = % , €=0,7 dla wybranych stosunkow +

Jak wida¢ na rysunkach, po uwzglgdnieniu doktadnych obliczen, wynikajacych
z Ogo6lnej Teorii Wzglednosci, peryhelium planety moze ulegaé¢ takiemu prze-
sunigciu, ze trajektoria utworzy orbite zamknieta. Jednak przypadki, ktore zo-
staly zilustrowane, wynikajg jedynie z obliczen, a w praktyce nie sg obserwo-
wane. Dokladne trajektorie w otoczeniu czarnej dziury Kerra znalazty ostatnio
zastosowanie w dosy¢ nieoczekiwanym miejscu. Mowa o Hollywood, a kon-
kretnie wizualizacji w filmie Interstellar.



