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Dyfrakcja swiatla na otworze kolowym,
czyli po co fizykowi calkowanie numeryczne?

Jerzy Ginter
Uniwersytet Warszawski

Postawienie problemu

Swiatto ma nature falowa, ulega wicc dyfrakcji. Zajmiemy si¢ tu jednym z ta-
kich przyktadow: dyfrakcji na otworze kotowym. Jest ona tatwa do zaobserwo-
wania. Natomiast jej opis teoretyczny jest do$¢ ztozony. Jezeli chcemy jg opisaé
analitycznie, musimy uzy¢ funkcji specjalnych — tak zwanych funkcji Bessela.
Stanowi¢ to moze trudno$¢ nie tylko dla ucznidow szkolnych, ale i dla studentow
nizszych lat studidéw. Mozna jednak uzyskaé bardzo dobrg doktadnos$¢ opisu
dyfrakcji na otworze kotowym, jezeli zastosowaé prosta metode catkowania
numerycznego.

Obraz dyfrakcyjny

Przypu$émy, ze rzuciliSmy rownolegla wigzke Swiatla monochromatycznego na
maty otworek kotowy o promieniu R, prostopadle do ptaszczyzny przestony,
w ktorej otworek zostal wykonany. Swiatlo, ktore przez ten otwor przeszio,
wytwarza obraz dyfrakcyjny na ekranie, ktory jest do przestony rownolegly
i znajduje si¢ w odlegtosci L od otworka, znacznie wigkszej od promienia

otworka R (L > R).
Sa dwa proste sposoby obejrzenia takiego obrazu dyfrakcyjnego.

Doswiadczenie 1

Do doswiadczenia potrzebne sa: wskaznik laserowy, kawatek folii aluminiowe]
(lepsza jest gruba, ,,0od kwiatow”), igla.
1. Ostrzem igly wykonujemy jak najmniejszy otworek w folii aluminiowe;.
Powinien on mie¢ $rednicg okoto 0,1 milimetra.
2. Kierujemy na otwor wigzke $wiatta wskaznika laserowego.
3. Obraz ogladamy na ekranie oddalonym o kilka metrow (na jasnej $cianie).
Doswiadczenie trzeba przeprowadzi¢ w zaciemnionym pomieszczeniu. Naj-
lepiej wykonywac je w dwie osoby: jedna bedzie trzymac laser i folig, a druga
oglada¢ obraz z bliska.
Uzyskany w takim do$wiadczeniu obraz dyfrakcyjny przedstawia rys. 1.
W $rodku znajduje si¢ jasna, okragla plamka. W omowionych warunkach ma
ona promien rzgdu Kilku milimetrow. Otoczona jest uktadem ptynnie przecho-
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dzacych w siebie na przemian ciemnych i jasnych pierscieni. Natezenie jasnych
pierscieni do$¢ szybko maleje ze wzrostem odlegtosci od §rodka obrazu.

Rys. 1. Dyfrakcja $wiatta na otworze kotowym

Doswiadczenie 2

Mozna tez postapic inaczej: popatrze¢ po prostu przez otworek w folii na swie-
cacg zaréweczke od latarki kieszonkowej, znajdujaca si¢ w odleglosci okoto
3 m. Jezeli uzywamy latarki zwykle widoczne sg takze boczne odblaski. Mozna
je przestoni¢, uzywajac kawatka czarnego papieru z otworkiem, przez ktory
powinno by¢ widoczne tylko samo widkno.

Doswiadczenie takie jest mniej eleganckie, bo uzywa si¢ w nim $wiatla bia-
tego, a nie monochromatycznego. Ale prostsze do wykonania!

Problem

Otwor kotowy ma symetri¢ obrotowa wokot swojego §rodka. Z do$wiadczenia
wiemy, ze takg samg symetri¢ ma powstajacy obraz dyfrakcyjny Mozna jednak
zapytaC, jak natgzenie §wiatla zalezy od kata odchylenia od pierwotnego kie-
runku wigzki. Dla jakich katéw nat¢zenie §wiatta znika? Jaki jest promien ja-
snej plamki srodkowe;j?

Idea opisu

Nasz problem mozna opisa¢ w przyblizeniu skalarnym, postugujac si¢ rozumo-
waniem, opartym na zasadzie Huygensa. Przypomnijmy: jezeli §wiatto pada na
otworek o $rednicy mniejszej od dtugosci fali, za otworkiem pojawia si¢ wybie-
gajaca z niego fala kulista. Duzy otwor — o rozmiarze wigkszym od dlugosci fali
— traktuje si¢ jako wiele stykajgcych sie¢ z sobg matych otworkow i mowi: kazdy
z tych fikcyjnych matych otworkow staje si¢ zrodtem ,,swojej” fali kulistej. Fala
wypadkowa jest wynikiem interferencji tych wielu fal sktadowych.
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Warto poda¢ od razu oszacowanie liczbowe. Jezeli promien otworu jest
rowny R = 0,lmm, a w do$wiadczeniu uzywamy lasera czerwonego o dlugosci
fali 2= 0,7 um = 0,7-10° mm, stosunek R/A ~ 140, a A/R ~ 7-10°° (ten stosunek
bedzie nam potrzebny w dalszym ciagu rozwazan).

Jezeli na otwor w ptlaskiej przestonie pada prostopadle fala ptaska, dociera
ona do wszystkich fikcyjnych otworkdéw w tym samym czasie, a wigc wszystkie
otworki wysylaja fale kuliste w zgodnych fazach. Fazy, z jakimi fale docieraja
do punktu obserwacji sa jednak rozne, bo fale biegng po drogach o réznych
dhugosciach.

W naszych warunkach odleglo$¢ od otworu do punktu obserwacji (bliska L,
rzedu kilku metrow) jest duza w stosunku do promienia otworu R (rzedu utam-
ka milimetra). Mozliwe s3 wtedy jeszcze dwa uproszczenia:

1. Odlegtosci taczace poszczegolne fikcyjne otworki z punktem obserwacji sg
na ogo6t réozne. Amplituda fali kulistej maleje z odlegtoscia. Jezeli jednak

L > R te roznice amplitud sa bardzo male i mozna je pominac.

2. Rozwazmy plaszczyzne, wyznaczong przez o$ symetrii otworu i linie tacza-
ca $rodek otworu z punktem obserwacji, na rys. 2 jest to ptaszczyzna pozio-
ma. Wyodrebnijmy myslowo pasek na ptaszczyznie otworu, prostopadly do

okreslonej wyzej ptaszczyzny (a wigc pionowy). Jezeli L > R, odleglosci do

punktu obserwacji od fikcyjnych otworkow nalezacych tego paska sa niemal
identyczne. Jednakowe sg wigc i fazy fal docierajacych od tych otworkow do
punktu obserwacji. Zatem caty pasek mozna zastgpi¢ jednym fikcyjnym zro-
dlem punktowym, lezacym na wspomnianej plaszczyznie (szara kropka na
rysunku). Trzeba przy tym przyjac, ze amplituda fali wysytanej z tego fik-
cyjnego zrodta jest proporcjonalna do dlugosci paska.

do punktu
obserwacji

Rys. 2. Jezeli L > R, fale z catego narysowanego paska docieraja do obserwatora w zgodnych
fazach
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Obliczenia

Wybierzmy s$rodek uktadu wspoétrzednych w $rodku otworu kolowego. Po-
dzielmy caly otwdr na 2N paskow o réwnej szerokosci. Rozpatrzmy fikcyjne
zrddto, reprezentujace n-ty pasek, ktorego srodek znajduje sie w potozeniu X,
(rys. 3, na ptaszczyzng pozioma z rys. 2 patrzymy od gory). Niech r, 0znacza
odlegtos¢ od $rodka otworu kotowego do punktu obserwacji, a r, odlegtos¢ od
n-tego zrodla do punktu obserwacji. Jezeli L > D, linie laczace te punkty

Z punktem obserwacji sg niemal rownolegte. Z gornego narysowanego trojkata
wynika, ze
h=ry+X,sina. (8]

r,=r,*t X, sina

h
/
/
/
4
% :\ )

r,=ry,— X, sina

Rys. 3. Roznice drog dla roznych fikeyjnych Zrodet, oméwionych w tekscie

Wyrazenie na fale¢ sinusoidalng, docierajaca do punktu obserwacji, mozna
wiec napisa¢ w postaci:

U,=A, cos{zn(%“—%ﬂ - A COS{ZH(%OJrX”STM—%ﬂ -

B L t), 2nX;sina
—A]cos{Zn(/1 TJJF—/% }

Rozpatrzmy teraz pasek symetryczny w stosunku do omowionego wyzej.
Oznaczymy go symbolem —n. Dla tego paska X_, = —X,, a wiec (rys. 3):

)

r,=ro+ X, sing; =rp— X, sing; (©))

a stad

r, t n t 27X, sina
U, =A,cos 27:(7”—?} = A, cos {27{70—?)—”7] 4)



FoTtoN 117, Lato 2012 39

Otwor kotowy jest symetryczny wzgledem $rodka. Diugos¢ paska —n jest
rowna dhugosci paska n. Wynika stad, ze A , = A,.

Interferencja fal opisanych wzorami 2 i 4 daje wynik (stosujemy wzor na
sume cosinusow):

U“ +Ufn Z%COS{ZR(%—%j-FZRXT‘%}_F
h t) 2nX,sina
ol fo_t|_2mApsine -
+/\qcos[ 7{/1 Tj yl } ©)

_ Lt 2nX, sina
—2&005[21{1 Tﬂ cos(—/1 j

Wzor ten jest stuszny dla dowolnej pary paskoéw n i —n.

Catkowity wynik interferencji jest sumg N takich sktadnikow. Wida¢, ze

przy takim sumowaniu wspolny czynnik 2C0{2n(%—%ﬂ mozna bedzie

wynie$¢ przed nawias. Pozostanie do obliczenia suma N sktadnikéw o postaci

21X, si
Aﬂcos( T rlismaj.

Zauwazmy jeszcze, ze potowa $redniej dhugosci n-tego paska dla otworu ko-
towego jest — z twierdzenia Pitagorasa — réwna 1fRZ — X2 (rys. 4). Wynika
stad:

A, COS(M) oc JRZ X2 COS(MJ : (6)

R X

n

X

n

Rys. 41. Obliczanie dlugosci paska dla otworu kotowego
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Przeksztalémy jeszcze wyrazenie 6, wprowadzajagc nowa bezwymiarowa

) X ) . .
zmienng X, = ?" . Zachodzi oczywiscie X, = Rx,, co podstawimy do wzoru:

mcos(Zan;maJ:R 2 Co{zn(thzsmaﬂ .

: ()
o [ 1-x2 cos (m%xn)a/ 1-x2 cos(Qx,).
, . _ 2nRsina D, . s
Dla skrétu oznaczyliSmy Q—T. WspomnieliSmy juz wyzej, ze

w typowym do$wiadczeniu interesujg nas mate katy . Wtedy sina = «, czyli Q
jest po prostu do « proporcjonalne.

Calkowanie metoda prostokatow
Nasze zadanie sprowadza si¢ do znalezienia — przy okreslonym Q — wartosci

sumy N czlondéw o postaci 1/ 1-x2 cos(Qx,). Mozemy takie sumy obliczy¢

numerycznie, stosujgc tak zwang metode prostokatéw. Polega ona na przyjmo-
waniu w liczeniu sumy wartosci funkcji ze $rodka obszaru. Autor postuzyt sie
w tym celu programem Excel. Rachunki zostaty przeprowadzone dla N = 20,
czyli szerokosci paskow rownej 0,05. Obliczenia znajdujg si¢ w pliku Otwor
kolowy (w wersji elektronicznej Fotonu).

Omowmy uzyskane wyniki.

1. Obliczana przez nas suma jest proporcjonalna do amplitudy fali $wietlnej
w punkcie obserwacji. Zaleznos¢ tej wielkosci od Q przedstawia rys. 5 (gru-
ba linia). Wyniki zostaty znormalizowane do jednosci dla Q = 0.

2. Rysunek 6 przedstawia zalezno$¢ od Q natgzenia Swiatla, ktére jest propor-
cjonalne do kwadratu amplitudy fali.


otwor%20kolowy.xls
otwor%20kolowy.xls
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Rys. 5. Zalezno$¢ amplitudy fali $wietlnej od parametru Q. Gruba linia: otwor kotowy. Cienka
linia: otwor prostokatny
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Rys. 6. Zaleznos¢ natezenia $wiatta od parametru Q dla otworu kotowego

b

o

Wida¢, ze pierwsze zero pojawia sie dla Q ~ 3,83. Oznacza to warunek na
kat o

2nRsinoy

= 3,83 (8).
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Kat pierwszego zera oznaczyliSmy ¢;. Przeksztatcajac wzor 8 dostajemy:

siny zalzgé—?f%zO,GlézLZZ% 9)

w ostatnim cztonie D oznacza $rednicg otworu (D = 2R).
Wzor ten okresla rozmiar jasnej plamki centralnej obrazu z rys. 1.

Wielkos¢ jej plamki jest w przyblizeniu wprost proporcjonalna do dlugosci
fali A, a odwrotnie proporcjonalna do promienia otworu R.
Aby oszacowac kat oy, wykorzystamy fakt, ze dla otworu o $rednicy 0,1 mm

i dugosci fali A = 0,7 um stosunek %z 7-10°° (co obliczylismy wyzej). Dosta-
jemy:

oy ~0, 61% =0,61-7-10° ~4,3-10%rad ~ 0, 25° ~15' (10)

Promien plamki centralnej obrazu dyfrakcyjnego na ekranie odlegtym o L od
otworu jest rowny w przyblizeniu Loy (dla kata wyrazonego w radianach). Dla
wartosci L =1 m = 1000 mm jest on rowny 4,3 mm.

O analitycznym rozwiazaniu naszego problemu

Zalezno$¢ natezenia Swiatla od kata o dos$¢ prosto opisaliSmy numerycznie.
Opis analityczny sprowadza si¢ do obliczenia catki (por. wzor 7):

1
F(Q) =jdxaf 1-x? cos(QX). (11)
0

Catka ta nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Analityczny opis dyfrak-
cji na otworze kolowym wymaga znajomosci funkcji Bessela — i nie bgdziemy
go tu omawia¢. Roznice rezultatow Scistego opisu analitycznego i naszych wy-
nikéw obliczen numerycznych sg na poziomie 0,001.

Otwoér kolowy a otwor prostokatny

Warto zwroci¢ uwage, ze pierwsze zero dla otworu kolowego o $rednicy rownej
D jest nieco dalej od $rodka, niz dla otworu prostokgtnego o szerokosci rownej
D. Dla tego drugiego warunek na znikanie nat¢zenia §wiatla ma postac:

D siney = A. (12)
Z (12) wynika warunek

Slnal zal ~

Ol>

(13)

(poréwnaj z wzorem 9).
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Inne otwory

Program znajdujacy si¢ w pliku Otwory tatwo zmodyfikowac.
1. Na przyktad — jezeli chcemy opisa¢ dyfrakcje na otworze prostokatnym,
nalezy w obliczeniach numerycznych sumowac¢ po paskach rownej dtugosci,

czyli zastapi¢ funkcje «f 1-x? jedynka.
2. Mozna tez sprawdzi¢, jak wyglada obraz dyfrakcyjny, jezeli funkcja okresla-
jaca dlugos$¢ paskow osiaga zero ,,ptynnie” a nie ,,skokowo”. W pliku Otwo-

ry jest to obliczone dla funkcji %[1—cos(nx)].

Zadanie domowe

Proponuj¢ czytelnikowi samodzielne zbadanie, jak zalezy od Q amplituda fali
rozproszonej i nat¢zenie Swiatta dla otwordéw przedstawionych na rysunkach
Ta—e. W szczegodlnosci polecam punkt ¢, kiedy szeroko$¢ otworu okres§lona jest

funkcja e .

HOCMII

Rys. 7.

Wyzwanie

W przeprowadzonych w tym artykule rozwazaniach ograniczaliémy si¢ do
otworow symetrycznych. To zaloZenie istotnie upraszczato prowadzone obli-
czenia. Proponuje, aby czytelnik uchylit to zalozenie i przeprowadzit rozumo-
wanie bardziej ogolne. Jako konkretny przyktad mozna byloby rozwazy¢ dy-
frakcje na otworze trojkatnym z rysunku 7f.



