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Pseudowektory

Bernard Jancewicz
Instytut Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu Wroctawskiego

1. Wstep

Przed trzema laty napisatem artykut [1], w ktérym pokazywatem, iz nie tylko
wektory sa wielkosciami skierowanymi, jakie mozna wprowadzi¢ do fizyki.
Przedstawialem tam dwuwektory i trojwektory. Krytyczny czytelnik zauwazyt-
by wtedy, ze wielkosci fizyczne, ktore tam nazywatem dwuwektorami, trady-
cyjnie uwaza sie za pseudowektory. Tym razem pokaze, ze mozna pozostaé
przy nich jako pseudowektorach, jesli tylko nieco inaczej bedzie sie rozumieé
ich Kierunek.

Pozwole sobie przytoczyé cytat z ksigzki Hermanna Weyla Symetria (PWN,
Warszawa 1960, s. 30-31):

E. Mach opowiada, ze jako chtopiec doznatl wstrzagsu intelektualnego, gdy sie do-
wiedzial, iz igta magnetyczna zawieszona rownolegle do drutu, przez ktory prze-
ptywa prad elektryczny w okreslonym kierunku, odchyla si¢ w pewna strone na
prawo lub na lewo. Poniewaz cata konfiguracja geometryczna i fizyczna, obejmuja-
ca prad elektryczny i oba bieguny igly magnetycznej, jest na pozér symetryczna
wzgledem plaszczyzny przeprowadzonej przez drut i igle, igla powinna zachowy-
wac sig jak osiotek Buridana miedzy jednakowymi wigzkami siana i odméwié roz-
strzygniecia na rzecz prawej lub lewej strony.

Kto$ moglby zapyta¢, dlaczego wazne jest zapewnienie symetrii wzgledem
odbicia w opisanej ptaszczyznie? Wobec tego trzeba przywotaé tzw. zasade
Piotra Curie: ,,symetria przyczyn musi si¢ objawia¢ w symetrii skutkow”.
W tym wypadku przyczyng jest prad elektryczny plynacy w przewodzie,
a skutkiem ustawienie igly magnetycznej nad tym przewodem. Jesli przewod
ma ksztalt walca, to odbicie w dowolnej ptaszczyznie przechodzacej przez jego
0$ nie zmienia przewodu ani ptyngcego w nim pradu. To sa mozliwe symetrie
przyczyny. W jednej ze wspomnianych ptaszczyzn lezy $rodek igty magnetycz-
nej. Skutek, czyli igta magnetyczna po wychyleniu tez powinna podlegac tej
symetrii.
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W opisanym przyktadzie istotne jest nie to, ze po wiaczeniu pradu igta sie
odchyla, lecz to, ze przy wtaczonym pradzie brakuje symetrii wzgledem odbicia
w plaszczyznie przechodzacej przez o$ przewodu i srodek igly magnetycznej.
Przewdd i prad przezen ptynacy nie zmieniaja sig, ale bieguny igly zamieniaja
si¢ miejscami.

Klopot Macha bierze sig¢ stad, ze igle magnetyczna uwazat on za dobry mo-
del wektora, dla ktorego odbicie wzgledem srodka igly zamienia bieguny, po-
dobnie jak odbicie wektora wzgledem jego srodka zmienia zwrot na przeciwny.
Tymczasem igla magnetyczna jest modelem pseudowektora, ktéry przy takim
odbiciu nie zmienia wcale swego zwrotu. Pseudowektory w ogole zachowuja
sie ,,dziwnie” wzgledem odbi¢, a to zachowanie wydaje sie dziwne dlatego, ze
przedstawiamy je graficznie tak samo, jak zwykte wektory. Przy tym do takiego
ich przedstawiania potrzebna jest sruba prawoskretna. Wybor takiej sruby jest
kwestiag umowy fizykow i nie jest zadany przez opisywane zjawiska fizyczne.

W niniejszym artykule zaprezentuj¢ inny obraz graficzny pseudowektorow,
przy ktoérym ich zachowanie wzglgdem odbi¢ przestaje by¢ ,,dziwne” i nie jest
potrzebna zadna $ruba: ani prawoskretna, ani lewoskretna. Taki sam poglad na
pseudowektory przedstawia Andrzej Staruszkiewicz [2].

2. Pseudowektor

Zanim opisze, jak przedstawia¢ pseudowektor, przedstawie moj poglad na okre-
$lanie cech zwyktego wektora, ktory przedstawitem juz w latach osiemdziesia-
tych ubieglego wieku [3]. Przy definiowaniu wektora swobodnego w podrecz-
nikach szkolnych wymienia sig trzy jego cechy: kierunek, zwrot i wartos¢. Kie-
runek rozumie si¢ jako prosta, na ktorej lezy wektor. Po ustaleniu kierunku
mozna wybiera¢ jeden z dwoch mozliwych zwrotow. Wedtug tej definicji nie
moze wieC by¢ kierunkéw przeciwnych, mogg by¢ tylko przeciwne zwroty
wektorow o tym samym kierunku. Takie rozumienie stowa ,.kierunek” jest jed-
nak sprzeczne ze znaczeniem w jezyku potocznym i z intuicja kojarzong z tym
stowem. Zreszta i fizycy uzywaja stowa ,.kierunek™ na pojecie obejmujace row-
niez zwrot, co przejawia sie¢ w mowieniu o kierunkach przeciwnych. Przyktady
na to mozna znalez¢ podrecznikach uniwersyteckich autoréow polskich [4, 5].
Dlatego w dalszym tekscie kierunek wektora bedzie rozumiany razem ze zwro-
tem, a samg prostg bez zwrotu bede nazywaé nastawieniem.

Cechy zwyklego wektora zwanego tez wektorem biegunowym:

1. wartos¢ — dlugos¢

2. kierunek, na ktory sktada sig:

a) nastawienie — prosta
b) zwrot — strzatka na proste;.

W tradycyjnym ujeciu pseudowektor zwany tez wektorem osiowym ma takie
same cechy, a rézni si¢ tylko zachowaniem wzgledem przeksztatcen z grupy
zawierajacej wszystkie obroty, inwersje i odbicia. Oprocz przeksztalcenia we-
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dhlug macierzy A trzeba go pomnozy¢ przez wyznacznik detA, ktory dla odbi¢
jest rowny —1. Na rysunku pokazujemy zachowanie obu typoéw wektorow
wzglgdem odbi¢. W lewej czesci widzimy zachowanie wektoréw biegunowych
— jesli wektor jest prostopadly do plaszczyzny odbicia, to zmienia zwrot na
przeciwny, a jesli jest rownolegly to nie zmienia zwrotu. Natomiast w prawej
czesci pokazujemy zachowanie pseudowektora, ktore wydaje si¢ wysoce niena-
turalne.

a b

Zachowanie wzgledem odbi¢: a) zwyktych wektorow, b) pseudowektorow przedstawianych
tradycyjnie

Moim zdaniem nalezy rozumie¢ cechy pseudowektora nastepujaco:

1. wartos¢ — dlugos¢;

2. kierunek, na ktory sktada sig:

a) nastawienie — prosta,
b) zwrot — strzatka na owalu okrgzajacym prosta.

Przy tym owal niekoniecznie musi by¢ w plaszczyznie prostopadiej do na-
stawienia. Jest swoboda manipulowania tym owalem ze strzatka, byleby nie
wysuwaé go poza odcinek obrazujacy dlugosé¢ pseudowektora. Mozna zauwa-
zy¢, ze mozliwe sg tylko dwa rézne zwroty — nazywamy je przeciwnymi.
W lewej czgsci rysunku sa dwa ustawienia owalu ze strzatka odpowiadajace
jednemu zwrotowi, a w prawej dwa odpowiadajace innemu zwrotowi.

DA DN/

Pseudowektor Pseudowektor
z wybranym zwrotem z przeciwnym zwrotem

Przy takich cechach zachowanie pseudowektorow wzgledem odbi¢ wyglada
naturalnie. Jesli jest on prostopadly do ptaszczyzny odbicia, to zachowuje on
swoj zwrot, bo strzatka na owalu go otaczajacym po odbiciu jest taka sama.
A pseudowektor rownolegly do ptaszczyzny odbicia zmienia swoj zwrot na
przeciwny, bo tak si¢ dzieje ze strzatka na owalu.
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Zachowanie wzgledem odbic¢: a) zwyktych wektorow, b) pseudowektorow przedstawianych
W nowy sposob

Z wektorami mozna wykonywaé¢ dwa dziatania: mnozenie przez skalar i do-
dawanie. To jest potrzebne do tego, aby utworzy¢ z nich strukture algebraiczng
zwang przestrzenig liniowa. Mnozenie pseudowektorow przez skalar okresla si¢
tak samo, jak dla wektorow biegunowych (skalar dodatni zmienia wartos¢,
a zachowuje kierunek wektora, natomiast skalar ujemny zmienia wartos¢
i zmienia kierunek na przeciwny). Dodawanie pseudowektoréw okreslamy
w analogii do reguly trojkata dla dodawania wektoréw. Przyktadamy ich odcin-
ki tak, zeby owal z jednego odcinka @ po przejsciu przez ztacze miat zwrot

zgodny ze zwrotem owalu na drugim odcinku b. Wtedy taczac swobodne kon-
ce odcinkiem prostej, dostajemy sume pseudowektorow, a zwrot sumy dostaje-
my ze zwrotu sktadnikow przez ich rozciaganie.

2 0_’0 ¢ O a

Dodawanie pseudowektorow

Z przedstawionego rysunku wida¢, ze dodawanie nie zalezy od sposobu
przyktadania, byleby zachowana byta zgodnos$¢ zwrotow. Moéwimy, ze doda-
wanie pseudowektorow jest przemienne:

¢=a+b=b+a
Mozna sprawdzi¢ konstrukcyjnie, ze spetniona jest rozdzielno§¢ mnozenia
wzgledem dodawania i wszystkie inne aksjomaty przestrzeni liniowej. W ten

sposob mamy do dyspozycji przestrzen liniowa pseudowektoréw nie gorszg od
takiejze przestrzeni dla wektoréw biegunowych.
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W algebrze wektorowej potrzebne sg jeszcze iloczyny wektorow. Dla ilo-
czynu skalarnego pseudowektoréw wzor jest taki sam, jak dla zwyktych wekto-
row:

a-b=|d|lb|cosa

Trzeba tylko podac przepis na znalezienie kata a, ktory ma by¢ wstawiony
do tego wzoru. Otoz teraz nalezy odcinki odpowiadajace obu pseudowektorom
przytozy¢ inaczej, niz przy dodawaniu. Owal z jednego odcinka po przejsciu
przez ziacze staje si¢ przeciwny do owalu na drugim odcinku. Kat miedzy tak
przytozonymi odcinkami jest tym katem «, ktory wystepuje w iloczynie skalar-
nym.

4
%
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b
Kat potrzebny do iloczynu skalarnego pseudowektorow

Przy iloczynie wektorowym wystepuja rozne mozliwosci zaleznie od tego,
jaki charakter maja jego czynniki. Wtasnie w tym dziataniu na wielkosciach
skierowanych pojawia si¢ potrzeba wprowadzania pseudowektorow.

Pseudowektorami sa wielkosci fizyczne otrzymane przez iloczyn wektorowy

ze zwyklych wektoréw, jak moment pedu (kret) L=Fx P czy moment sity

M =F xF . Do okreslania ich zwrotu tradycyjnym sposobem (tzn. ze strzatkg na
nastawieniu) potrzebna jest sruba — wedtug umowy — prawoskretna.

L

lloczyn wektorowy L=Fxp w starym stylu

W nowym ujeciu uznajemy je za pseudowektory nadal prostopadte do
dwoch czynnikow wektorowych, ale ze zwrotem oznaczajacym obracanie od
pierwszego wektora do drugiego. Sruba prawoskretna nie jest potrzebna. Po
prostu obracanie od wektora r do wektora p przenosimy na zwrot strzatki na

owalu otaczajacym odcinek L .
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lloczyn wektorowy L=Fxp w nowym stylu

Odcinek oznaczajacy wynik tego iloczynu nie musi by¢ rysowany po jednej
stronie plaszczyzny wyznaczonej przez czynniki, bo taki rysunek wyrdznialby
jeden koniec tego odcinka. Najlepiej bytoby rysowa¢ go tak:

) =

-]

lloczyn wektorowy L=Fx P bez wyrézniania koficow wyniku

Podajemy przepis iloczynu wektorowego dwoch pseudowektorow. Nalezy je
przytozy¢ do siebie tak samo, jak do iloczynu skalarnego, a wynik jest pseudo-

wektorem prostopadtym do obu czynnikow ze zwrotem od pierwszego czynnika
do drugiego:

-

b i@”/
S&

Iloczyn wektorowy pseudowektorow C = & x b

Potrzebna jest tez definicja iloczynu wektorowego wektora biegunowego a
z wektorem osiowym b. Mozliwe sg dwa iloczyny wektorowe: Jeden axb

z pseudowektorem na drugim miejscu oraz drugi b xa z pseudowektorem jako

pierwszym czynnikiem. Za kazdym razem wynik jest zwyktym wektorem pro-

stopadtym do obu czynnikdéw, wiec nastawienie wyniku mamy okreslone.
Zaczniemy od okreslenia drugiego iloczynu wektorowego. Do tego potrzeb-

ne sa dwa kroki. W pierwszym kroku trzeba z wektora & wzia¢ sktadowa &,

prostopadta do b. Drugi krok mamy zilustrowany na rysunku — ze zwrotem
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pseudowektora b jako okregiem ze strzatkg i sSrodkiem tego okregu na poczatku
wektora &, . Dzigki temu mozna sformutowac nastgpujaca regute: obroci¢ wek-

tor @ o kat /2 w strong pokazana przez zwrot b, co daje zwrot wyniku

¢ =bxa. Awartos¢ wyniku jest dana znanym wzorem
|axb|=|a|b|sina,
gdzie a jest katem miedzy czynnikami.
a, a
/
b b

a) b)

lloczyn & =b x & : a) sytuacja przed wykonaniem iloczynu, b) sytuacja po wykonaniu iloczynu

Mozna to podsumowaé nastepujacym przepisem. Pseudowektor mnozony
wektorowo z wektorem biegunowym zachowuje sie jak operator liniowy wyko-
nujacy trzy czynnosci: a) wybiera z wektora sktadowa prostopadta do siebie,
b) obraca jg wokot swojego nastawienia 0 Kat #/2 w strone swojego zwrotu,
C) mnozy przez wartos¢ samego siebie.

Dla ruchu po okregu istnieje zwigzek migdzy promieniem okregu r, szybko-
scig liniowa v i wartoscia predkosci katowej w

vV=owl.

Jesli zechcemy zapisac ten zwiazek przez wielkosci wektorowe: zaczepiony
w srodku okregu wektor wodzacy r, predkosé¢ liniowg v i predkosé¢ kato-
wa @, to dwa pierwsze sa wektorami biegunowymi, a ostatni — osiowym.
Zwigzek miedzy nimi to iloczyn wektorowy

V=wXT.
Zwigzek migdzy wektorami v, @ i r pokazujemy na rysunku. W jego le-
wej czesci wektor wodzacy T jest zaczepiony na osi obrotu, a wektor predko-
ci v na koncu wektora wodzacego, bo tam jest obracajacy si¢ punkt. W prawej

czesei rysunku wektor v jest zaczepiony na poczatku wektora ¥, aby pasowat
do definicji rozwazanego iloczynu wektorowego @ xr.
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Zwiazek miedzy wektorami v, @ i F

Ten sam rysunek nadaje si¢ do ilustracji innego iloczynu wektorowego
rxv
I.2

W=

3. Wielkosci magnetyczne
Prawo Biota-Savarta ma posta¢

Hol dI x(F—r")

w ktorej | jest natezeniem pradu ptynagcego we fragmencie obwodu opisanym
przez wektor dl w punkcie ', a I jest punktem, w ktorym wytwarzane jest
pole magnetyczne o indukcji dB. W tym wzorze po prawej stronie mamy ilo-

czyn wektorowy wektorow biegunowych, wobec tego indukcja magnetyczna
jest wektorem osiowym, czyli pseudowektorem. Sytuacje geometryczna wyste-

pujacych tu wielkosci ukazujemy w lewej czesci rysunku. Jesli wektory dI
i =1 zaczepi¢ w jednym punkcie, to obracanie pierwszego do drugiego daje

zwrot owalu otaczajacego nastawienie B — co pokazano w prawej czesci rysun-
ku.

Indukcja magnetyczna pseudowektorem

Sita Lorentza jest dana wzorem

F=qv xB=—qB x7.
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Dla tadunku ujemnego warto t¢ sit¢ zapisac tak:
F=|q|Bxu.

aby mie¢ pseudowektor jako pierwszy czynnik. Zwiazek micdzy wektorami B,
¥, F przedstawiono na rysunku. W lewej jego czesci w konfiguracji prze-
strzennej wektor F jest doczepiony na koncu wektora ¥, bo sita ,.ciagnie”
koniec wektora predkosci, aby go obrocié, a w prawej czesci wektory v i F
zostaly zaczepione w jednym punkcie, aby pasowaty do definicji iloczynu wek-
torowego.

=1

(=4 ]

F

>4

Sita Lorentza dziatajaca na fadunek ujemny
To dowodzi, ze tadunek ujemny jest obracany zgodnie ze zwrotem indukcji
magnetycznej. Wobec tego tadunek dodatni jest obracany w przeciwng strong,
co pokazujemy na nastepnym rysunku.

Z
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X
Ruch czastki z fadunkiem dodatnim w ptaszczyznie prostopadtej do B
W prawie Faradaya
--948.ds
s

wystepuje powierzchnia S objeta przez jaki$ obwdd elektryczny oraz brzeg 0S
tej powierzchni, ktorym jest sam obwdd. Prad ptyngcy w obwodzie wyznacza

kierunek obiegania wspomnianego brzegu, co zadaje zwrot wektora dl. Po



40 FoTon 115, Zima 2011

lewej stronie tego wzoru jest iloczyn skalarny dwoch wektoréw biegunowych,
wigC po prawej stronie strumien magnetyczny tez musi by¢ skalarem

®,=[B-ds
S

O tym, ze B jest pseudowektorem, napisalem wczesniej, a teraz musimy
stwierdzi¢, ze element dS pola powierzchni obwodu tez jest pseudowektorem

po to, aby iloczyn skalarny dat normalny skalar. Jak juz si¢ zgodzimy, ze d§

ma by¢ pseudowektorem, to trzeba okresli¢ jego zwrot. Otdz zwrot tego pseu-
dowektora nalezy wzig¢ jako owal ze strzalkg 0 zwrocie zgodnym z pradem
ptynacym w obwodzie, czyli po brzegu oS.

Jest jeszcze jedna wielkos¢ opisujaca pole magnetyczne. Warto przytoczy¢
operacyjng definicje natezenia pola magnetycznego [6]:

Postugujemy si¢ ,,nadprzewodzacym solenoidem probnym”. Umieszczamy go naj-
przéd w miejscu, w ktérym pole magnetyczne znika, tam zamykamy jego obwod
i nastepnie wprowadzamy go do tego miejsca w polu, w ktorym chcemy zmie-
rzy¢ H. Strumien magnetyczny przeptywajacy przez solenoid, ktory rownat si¢ zeru
w chwili zamykania obwodu, pozostaje stale rowny zeru, a przeto réwniez odpo-
wiednia sktadowa pola wewngetrznego jest rowna zero.

Prad nastawia si¢ automatycznie w ten sposob, aby ta sktadowa pola zerowala sig.
Natezenie pradu przeptywajacego przez solenoid jest proporcjonalne do jego dtugo-
sci, jesli ta dtugosc jest dostatecznie mata. Wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest
natezenie pola magnetycznego.

Dlugos¢ solenoidu powinna byé przedstawiona jako wektor dI, pytanie tyl-
ko jaki: biegunowy czy osiowy? Diugoscig tego wektora jest dhugos¢ osi sole-
noidu jako odcinka. Nie ma zadnego powodu, aby wyroznia¢ jeden z koncow
tego odcinka, natomiast wazne jest, jak dotagczymy amperomierz do solenoidu,
tzn. gdzie odbieramy tadunki dodatnie wzbudzonego w nim pradu. To potgcze-
nie, czyli oczekiwany kierunek pradu ilustruje okragta strzatka otaczajgca odci-
nek opisujacy dtugos¢ solenoidu.

Operacyjna definicja natgzenia pola magnetycznego
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We wzorze na natezenie pradu wzbudzonego w solenoidzie wystepuije ilo-
czyn dwoch pseudowektorow H i dl’. Skoro wazna jest skladowa H wzdtuz

dI', musi to byé iloczyn skalarny d1 = H -dI.
Jest jeszcze inna wielko$¢ w opisie zjawisk magnetycznych. Moment ma-

gnetyczny ukladu pragdow m :% J dv[f x ] (F)] z catkowaniem po objetosci V,
\
w ktorej wystepuja prady. Stad otrzymuje si¢ wzor dla momentu magnetyczne-
go obwodu z pradem m =%<ﬁ?xd? przy zaniedbaniu przekroju poprzecznego
K

przewodu, wigc z catka krzywoliniowa po krzywej K oznaczajacej przewod.
Skoro w tych wzorach jest iloczyn wektorowy wektorow biegunowych, to mo-
ment magnetyczny jest pseudowektorem.

‘ m
|
LD
Moment magnetyczny obwodu z pradem

Warto jeszcze pokazaé, jak powinno sie ilustrowaé linie pola magnetyczne-
go. Stuza do tego trzy kolejne rysunki.

41

| >

Linia pola magnetycznego wokdt przewodu prostoliniowego

b
s

Linie pola magnetycznego wokot przewodu kotowego
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£X

Linie pola magnetycznego wokot solenoidu

A czym jest magnes? Wiadomo, ze jego hamagnesowanie bierze sie z mi-
kroskopijnych pradow krazacych w jego atomach i czasteczkach. My symbo-
licznie przedstawimy go jak solenoid, jakoby stos pradow ptynacych po jego
powierzchni.

N

S

Magnes jako stos obwodow elektrycznych

Co to jest biegun potnocny? Wedtug starej definicji jest to ten koniec ma-
gnesu, z ktorego ,,wychodzg” linie pola magnetycznego. A nowa proponowana
definicja powinna brzmie¢: to ten koniec magnesu, na ktorym z zewnatrz ,,wi-
dac¢” prady krazace przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Analogicznie jest
Z biegunem potudniowym — do tej pory przyjmowano go za ten koniec magne-
su, do ktorego ,,wchodza” linie pola, a teraz — to ten koniec magnesu, ktory przy
ogladaniu z zewnatrz ma prady krazace zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

Jak si¢ ma przed oczami taki obraz biegunéw magnetycznych, to mozna wy-
tlumaczy¢, dlaczego bieguny réznoimienne przyciagaja si¢. Ot6z gdy biegun
potudniowy jednego magnesu znajdzie Si¢ naprzeciwko bieguna poinocnego
innego magnesu, to prady w nich ptyng zgodnie, a wiadomo ze wzoru na site
Lorentza, ze prady rownolegte ptynace w zgodnych kierunkach przyciagaja sig.
4. Zakonczenie
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Igta magnetyczna to maty magnes, a wspomnielismy przed chwilg, ze magnes
to stos pradow. Iglte magnetyczng charakteryzuje moment magnetyczny jako
pseudowektor. Owalna strzatka otaczajaca nastawienie tego pseudowektora
odpowiada pradom ptynacym w igle. Teraz mozemy objasni¢ to, co Mach uwa-
zat za paradoks.

/Q/ \C>\ :

- o

Jesli prad nie ptynie, a igla jest ustawiona rownolegle do przewodu (lewa
czes¢ rysunku), to nie ma symetrii wzgledem odbicia w ptaszczyznie przecho-
dzacej przez igle i przewod, gdyz przy takim odbiciu odwraca si¢ zwrot strzatki
,»otaczajacej” igle, a w gruncie rzeczy zwrot pradow krazacych w igle. Nato-
miast w sytuacji ptynacego pradu igla sama ustawia si¢ prostopadle do przewo-
du (prawa cze¢s¢ rysunku) zapewniajac symetri¢ wzglgdem odbicia w ptasz-
czyznie przechodzacej przez o$ przewodu i $rodek igly magnetycznej, albo-
wiem to odbicie nie zmienia zwrotu strzatki wokot igly, czyli pradow krgzacych
w igle.
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