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Rownania rozniczkowe i komputery

Jerzy Karczmarczuk
Zaktad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

1. Wstep

Niniejszy tekst stanowi kolejny rozdziat z cyklu: jak efektywnie wykorzystywac
komputery w nauczaniu fizyki. Przebiegi czasowe w fizyce klasycznej: trajekto-
rie obiektow mechanicznych (np. oscylacje, ruchy planet, zyroskopy itp.), dy-
namika wzbudzen obwodow elektrycznych, dazenie do réwnowagi (albo nie)
uktadow termodynamicznych itp. — wszystko to wymaga rozwigzywania row-
nan rézniczkowych.

W fizyce ogodlnej sporo czasu poswigca si¢ prostym roéwnaniom, ktorych
rozwiazania analityczne s3 znane, ale wigkszo$¢ interesujacych przypadkow
wychodzi poza ramy szkolne i nawet jesli student (czy nauczyciel) jest w stanie
sformutowaé rownanie, jego rozwigzanie wymaga zastosowania metod nume-
rycznych. W przypadku programow symulacyjnych stosowanie metod nume-
rycznych jest regulg. Szczegolnie dotyczy to zagadnien nieliniowych.

Zbyt czesto Korzysta sie z gotowych pakietow lub bibliotek procedur roz-
wigzujacych roéwnania, argumenty za tym sa oczywiste: w nauczaniu fizyki
nalezy zajmowac si¢ fizyka, a nie technikami rachunkowymi. Procedury biblio-
teczne sg (miejmy nadzieje...) napisane przez specjalistow, i sg dobre (tj. szyb-
kie, doktadne itp.), wigc po co traci¢ czas na whasne? Nie jest to nasza specjal-
nos¢... Dlaczego wiec ,,zbyt czesto”? Po prostu dlatego, gdyz w praktyce peda-
gogicznej rzadko oplaca sie robic¢ cos na slepo.

1. Na ogoét z gory nie wiemy, jaka doktadnos$é, a takze stosunek doktadnosci do
predkosci obliczen sg nam potrzebne. Uzycie gotowych procedur moze sta-
nowi¢ marnotrawstwo lub dostarczy¢ zle kontrolowanych btedow.

2. Opanowanie bibliotek numerycznych, zrozumienie jak nalezy stosowacé te,
czy inng procedurg, jak oceni¢ jej jakos¢, moze by¢ bardziej skomplikowane,
niz zaprogramowanie samemu czego$ prostego, a wystarczajacego. I tu row-
niez mozemy zmarnowac Sporo czasu, a niczego si¢ nie nauczymy...

3. W wielu szczeg6lnych przypadkach, znajomos¢ fizyki zagadnienia pozwala
na przeformutowanie rownania tak, ze rozwigzanie stanie si¢ prostsze i do-
ktadniejsze. Nawet jesli ogdlnie wstawienie np. zachowania energii do row-
nania jest trudne, kontrola tego prawa zachowania i ewentualne poprawki
moga by¢ pozyteczne, a czasami niezbedne. Gotowe pakiety nie majg tej
,,madrosci”.

4. Wiasnie dlatego, iz w centrum naszych zainteresowan winna by¢ fizyka,
a nie metody numeryczne, winnismy zrozumie¢ jakie artefakty wprowadza-
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my do naszych programow, w przeciwnym wypadku nie mozemy mie¢ zau-
fania do naszych obliczen, symulacji itp., i mozemy ogole traktowac¢ kompu-
tery jedynie jako zabawke do wizualizacji (tak funkcjonuje, niestety, wiele
pakietow do symulacji dostepnych w internecie...).

Metody przyblizone wymagaja szczegotowej analizy jako$ci rozwigzania. Jak
doktadnos¢ zalezy od dlugosci kroku czasowego? Czy gdy zmierza ona do zera,
metoda jest zbiezna do prawdziwe] wartosci, czy pojawiaja si¢ klopoty? Jak
btedy metody rozwijajg si¢ w czasie? Dla — typowych dla fizyki — problemow
nieliniowych, nie ma prostych metod szacowania jako$ci rozwiazania... Ten
ostatni problem stabilnosci rozwigzan numerycznych jest uniwersalny i wszy-
scy korzystajacy z metod komputerowych powinni o nim mie¢ pojecie. Czasami
pomaga ,,zanurzenie” rozwigzywanego problemu w szerszym zagadnieniu, kto-
rego wlasnosci sa znane.

Gtowna motywacjg do napisania tego artykuliku bylo spostrzezenie, ze moi
koledzy wykladajacy fizyke na pierwszych latach studidw czesto ograniczaja
si¢ do schematycznego przedstawienia najprostszej metody Eulera i to wszyst-
ko. Wynik jest taki, ze jedyna metoda znana przez studentéw jest najgorszy
mozliwy algorytm, ktorego nie nalezy uzywac! Oczywiscie przedyskutujemy
jedynie metody intuicyjnie, proste i fatwe do zaprogramowania.

2. Dyskretyzacja czasu i metody Eulera

Réwnanie od ktorego zaczniemy dyskusje to rGwnanie pierwszego rzedu:
x=f(x1), (2.1)

gdzie x(t) jest zmienng zalezng od czasu, na ogdt wielowymiarowa. (Przypo-

mnijmy, ze kropka oznacza roézniczkowanie po czasie: X = %). Roéwnania ru-

chu i wiele innych réwnan w fizyce sg drugiego rzedu, rownanie Newtona to
mX = F(x,t), gdzie F jest wyrazeniem okreslajacym sile, zalezng od potoze-

nia, np. rbwnanie oscylatora harmonicznego, to mx = —k x. Jednak tatwo to
roéwnanie przedstawié¢ w postaci pierwszego rzedu, tylko wektorowe;:

d (X v

(o) = (Fex tyym) (22)

gdzie v jest predkoscia. Tak wiec, w dyskusji podstawowych wlasnosci rownan,
postuzymy si¢ ogolng forma (2.1), niekoniecznie precyzujac czy X jest skala-
rem, czy wektorem.

Techniki numeryczne wymagaja tutaj dyskretyzacji czasu, bedziemy opero-
wacé ciggami  (tg,ty,...ty, ...), ktore generujg trajektorie (xq, Xy, ... ),
i (vy, vy, ...), gdzie x,, = x(t,,). Odstepy czasowe At miedzy t, a t,,; moga
by¢ zmienne, ale tutaj potraktujemy je jako jednag stata, zasadnicza dla calej
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techniki. Pochodna czasowa mozemy wigc w przyblizeniu zastapi¢ ilorazem
roznicowym: X = (x,4q — Xp)/At, gdy At jest mate, btad przyblizenia bedzie
maty. Tu jednak uwidacznia si¢ podstawowy problem numerycznych technik
rozwiazywania: dla skonczonego, okreslonego t, jesli At bedzie si¢ zmniejszac,
liczba krokow rozwigzania wzro$nie, wzrosnie wigc czas procesu, CO Zmniejszy
optacalnos¢ metody. W dodatku, jesli nawet bardzo mate biedy si¢ akumuluja,
zmniejszanie At moze by¢ przejsciem od Scylli do Charybdy, po pewnej liczbie
krokow rozwigzanie moze straci¢ sens. Wzor na iloraz réznicowy jest niestabil-
ny numerycznie, gdy At dazy do zera: odejmuje si¢ od siebie zblizone liczby,
wynik zalezy od ,,dalszych miejsc po przecinku”, wiec wzgledny btad moze by¢
spory, na skutek btedow zaokraglen. Réznice dzieli si¢ przez bardzo matg licz-
be, wiec ostateczny wynik moze by¢ bardzo zty... Zachowanie umiaru jest tutaj
krytyczne. Wreszcie, iloraz réznicowy ,,w przod” nie jest jedynym mozliwym,
wyrazenie ,,w tyl”, x = (x, — x,_1)/At jest rowniez mozliwe, jak i formuly
posrednie (np. symetryczna przod-tyl, x = (x,41 — Xp—1)/2At).

W tekscie ponizej spotkamy si¢ z wyrazeniami dostosowanymi do réwnan
ruchu, w ktorych oddzieliliSmy potozenia x i predkosci v, ale takze z techni-
kami uniwersalnymi, gdzie wystgpuje jedynie x. Wtedy nalezy pamigta¢ o wek-
toryzacji, o podwojeniu liczby zmiennych.

2.1. Podstawowa metoda Eulera

Jesli zastapimy we wzorze (2.1) pochodng przez iloraz réznicowy w przdd,
otrzymamy Wz0r: X, = X, + At - f(x,t). Jest to ,,prawie algorytm”, tylko nie
wiemy co to jest x po prawej stronie formuty, nie wiemy takze jaka warto$¢
przyjac dla t. Poniewaz punktem wyj$cia rozwigzania sg nasze warunki poczat-
kowe, znamy x, = x(t,), aby moc posuna¢ sie naprzod, wykorzystujemy znane
dane. Podstawowy algorytm ekstrapolacyjny Eulera, to

Xn+1 = Xn + AL f(xp, tn). (2.3)

r
«

jac o metodach rozwigzywania row-
nan, ogranicza si¢ do tego algoryt-
mu. W interesujacych przypadkach
ten algorytm jest niestabilny. Bywa
jednak pomocny jako element in-
t nychalgorytmow, doskonalszych.

L 4

Rys. 1. Metoda Eulera
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Popatrzmy na rysunek 1. Chcemy ekstrapolowaé szukang krzywa x(t) od
x(ty) do x(t1). Linia kreskowana styczna do krzywej w t, (najbardziej stroma)
okresla warto$¢ x = x4, gorng. (Pozostate kreski postuza nam za chwile). Po-
niewaz krzywa odchyla si¢ w dol, warto$¢ numeryczna jest nadmiarowa.

Poniewaz w fizyce operujemy réwnaniami ruchu, wigc musimy operowac
wielko$ciami wektorowymi; trzeba bedzie przej$¢ od wartosci poczatkowych
(x0; Vo) do (x1 = xg + VoAt; v; = vy + apA), gdzie a oznacza przyspiesze-
nie, sit¢ podzielong przez mase. Ta warto$¢ zalezy od potozenia x, rzadziej od
predkosci (gdy np. mamy tarcie, lub pola magnetyczne dziatajace na tadunki
elektryczne). Metoda Eulera nieco ,,uszkodzona” (warianty metody Eulera-
-Cromera): (V41 = Uy + ApAL; Xpy1 = Xp + V1AL, lUb (x40 =X, +
+ v, At vy = vy + ap1At), gdzie a, = a(x,) daja czesto numerycznie
lepsze wyniki, zwlaszcza gdy ruch jest globalnie periodyczny lub prawie perio-
dyczny. Nie jest to zaden ,,przypadek”, powyzsze techniki nalezg do grupy tzw.
integratoréw symplektycznych, ktére znacznie lepiej zachowuja energie¢ niz
zwykle metody ekstrapolacyjne. Do nich nalezy takze metoda Verleta omowio-
na ponize;j.

2.2. Metoda Eulera niejawna

Zastepujac w prawej stronie wzoru iteracyjnego x przez x, dokonali$my najta-
twiejszego wyboru, ale teoretycznie moglibysmy okresli¢ takze

Xp1 = Xp +AL- f(xn+1' tn+1) ’ (2-4)

co jest rownowazne wzigciu ilorazu réznicowego ,,w tyl”, lub wzig¢ jakie$ inne
wartosci (t, x) z przedziatu miedzy indeksami n i (n + 1). Ale jak to zaprogra-
mowac? Wzor (2.4) wyraza X, ., poprzez t¢ samg warto$¢. Jest to jednak po
prostu rownanie algebraiczne (nie rozniczkowe) na x,,, 1 1 mozemy je rozwigzac
réoznymi metodami, zaleznie od funkcji f. Nie bedziemy opisywac tutaj wy-
mys$lnych metod algebraicznych, mimo iz sg czasami niezbgdne, zauwazymy
tylko, ze jesli udatoby nam si¢ to rownanie rozwigza¢ — co rowniez zapropono-
wat Euler — wtedy dostaliby$my dolng warto$¢ X;. Kreska styczna do krzywej
W t; zostala przeniesiona rownolegle do punktu wyjscia.

Blad poszedt w przeciwnym kierunku. Dla naszej funkcji otrzymalismy war-
tos¢ z niedomiarem. Gdyby ,,skombinowaé” te dwie metody, podstawowa
I niejawng (posrednia), otrzymany btad moze by¢ znacznie mniejszy. Co wigcej,
mozemy unikng¢ destabilizacji, tj. wybuchowego narastania btedu w kolejnych
krokach (w jednym kierunku lub rosngcych oscylacji wokot prawdziwej trajek-
torii). W nastepnym rozdziale omowimy te metody kombinowane, ale wypada
omoOwic¢ najprostsza metode Eulera, ktora jest stosowana praktycznie.
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2.3. Metoda Eulera centrowana (schemat punktu Srodkowego)

Twierdzenie o wartosci sredniej w anali- x4 ;
zie mowi, ze miedzy t, a t,,; istnieje Yk P
taki punkt, ze styczna do krzywej be- 1 /""’"—

dzie rownolegta do siecznej miedzy x,
a Xp41- Nie znamy go, ale dla do$¢ re-
gularnych krzywych wzigcie punktu
srodkowego, t;,; = 0.5(t, +t;), daje
niezly wynik. Jest to rownowazne przy-
blizeniu pochodnej przez iloraz rozni-
cowy  symetryczny: X = (41 — L Lo L l
—Xp—1)/2At (i przepotowieniu kroku, Rys. 2. Metoda punktu $rodkowego

tj. uzyciu indeksow potowkowych).

Metoda oparta o to spostrzezenie, rowniez zaproponowana przez Eulera, okazu-
je si¢ przydatna do modelowania prostych ruchéw periodycznych, do oscylato-
ra, problemu dwoch ciat grawitujacych itp. W prawej stronie wzoru iteracyjne-
g0 zastepujemy nieznane x warto$cia ,,potowkowa”, i takze uzyjemy potdéwko-
wej wartosci dla kroku czasowego (co juz jest uwidocznione wyzej): tpyq/2 =
=t, +At/2.

e
»

Xnt1 = Xp +AL 'f(xn+1/2’ tn+1/2)- (2.5)

Nastepnie, dysponujac Xxp.1/, OrazZ Xp4q, obliczamy x,,3/, itd. Ta metoda nie
»Wystartuje” sama, gdyz standardowe warunki poczatkowe dostarczaja tylko x,
a pierwsza obliczang warto$cig jest x;. Musimy otrzymac¢ x,,, skadinad, np.
uzywajac metody Eulera ekstrapolacyjnej albo lepszej. Naprawde, musi to by¢
lepsza metoda; poczatkowy btad winien by¢ bardzo maty, znacznie mniejszy od
samego bledu metody, w przeciwnym wypadku metoda ,,si¢ roztazi”. Mozna
wigc zapyta¢ o sens stosowania metody centrowanej, SKoro wymaga ona innej
i to dobrej? Odpowiedz jest oczywista: metoda centrowana jest prosta, a wigc
szybka (przy okreslonej liczbie krokow; o ile jej doktadno§¢ nam wystarczy.
Metoda pomocnicza jest stosowana tylko raz).

Trzeba jednak powiedzie¢, ze przy danym kroku jest ona mniej doktadna od
np. metody Verleta. Jak zawsze, wybor miedzy wigkszg doktadnoscia a szybko-
$cig obliczen zalezy od problemu i od wymagan programisty.

3. Problem stabilnoSci

Podstawowym, kluczowym problemem w stosowaniu iteracyjnych metod nu-
merycznych, w ktorych przyblizone wyrazenie wykorzystuje si¢ w wielu na-
stepnych krokach, jest charakter narastania btedow w kolejnych krokach. Dla
rownan rézniczkowych jest to czesto wazniejsze niz sam btad pojedynczego
kroku. Aby oszacowaé¢ zachowanie si¢ blgdu zastosujemy metode ,,wirtual-
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nych” zmian obliczanej wartosci; przypusémy, ze program w pewnym momen-
cie zamiast x oblicza x + 6x (albo, dla uproszczenia notacji, po prostu § za-
miast 6x). Z zalozenia § jest uwazane za mate.

Czytelnik niezainteresowany tzw. ,kuchnig” metod numerycznych moze
opusci¢ reszte tego rozdziatu przy pierwszym czytaniu, ale winien zdac¢ sobie
sprawe jakie ktopoty moga go spotkac, jesli zlekcewazy pewne kryteria prze-
dyskutowane ponizej.

Przypuszczamy, ze w pewnym kroku obliczen juz mamy pewna niedo-
ktadno$¢, nasz program obliczyt x,, + &,,. Problem stabilno$ci sprowadzi si¢ do
odpowiedzi na pytanie, jaka jest relacja miedzy &,, a wartoscia &,,4, ktora
dotyczy nastgpnego kroku, w ktorym obliczymy x, 41 + 0p41-

Jezeli wirtualna niedoktadno$¢ jest mata, mozemy uzy¢ rachunku réznicz-
kowego do oszacowania jej zmian. Teraz wszystko bedzie zaleze¢ od uzytego
algorytmu! Dla podstawowej metody Eulera dostaniemy

Xn+1+ Oni1 = X + 8p + At~ foxn + 6y, ty). (3.1)

Ale f(x, + 6, t,) mozna rozwina¢ i w pierwszym rzg¢dzie przyblizenia roz-
niczkowego wzgledem &, dostaniemy

Xnt1 + Opp1 = xp + 8 + AL (f (X, ) + O f’(xn' tn)), (3.2)

co mozna uprosci¢. Odejmujac réwnanie (2.3) od (3.2) otrzymamy:

On+1=06n" (1 + At ' (xn, tn))' (3.3)

gdzie pochodna f’ jest wzigta po x. Widzimy, ze aby stabilno$¢ nie zostata po-
gwatcona, f’ musi by¢ ujemne i nie za duze co do wartosci bezwzglednej. Jesli
f' < —2/At, metoda si¢ rozbiegnie na skutek wzrastajagcych oscylacji. Tak
wigc w przypadku rownania liniowego: X = A x, aby nie pogwalci¢ stabilnosci
algorytmu, A musi by¢ ujemne, x musi spada¢ do zera. Dokladnym rozwigza-
niem jest, oczywiscie, x = x,e4t, dla dowolnej wartosci x,, dodatniej lub
ujemnej. Jesli x bedzie rosna¢ (co do wartosci bezwzglednej), metoda si¢ na-
tychmiast destabilizuje. Problem jest jednak bardziej skomplikowany, gdyz
skoro (z A dodatnim) wzrastaja rowniez wartosci x,,, wiec btad wzgledny moze
by¢ akceptowalny... Na ogot nie nalezy na to liczy¢.

W podobny sposdb mozemy oszacowac stabilnos¢ dla metody niejawne;j, np.
dla réwnania liniowego x = Ax, otrzymamy 6,41 = 8, /(1 — AAt), a takze dla
metody centrowanej 1 metod przedstawionych w nastegpnym rozdziale. Jest to
jednak trudniejsze, a w ogdlnym przypadku ,,r¢cznie” niewiele da si¢ powie-
dzie¢. Wtedy trzeba zaprogramowaé rozwigzanie stowarzyszajac algorytm
z obliczaniem réwnoleglym ,,odchylenia wirtualnego” i monitorowaniem sta-
bilnosci. W przypadku, gdy grozi rozbiegnigcie si¢ algorytmu, czyli jego wynik
nie zmierza do prawdziwej warto$ci rozwigzania, nalezy zmieni¢ krok albo
przej$¢ do innego algorytmu.
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Interesujacym testem jest sprawdzenie stabilno$ci metody Eulera dla ruchu
periodycznego, np. dla oscylatora harmonicznego. Wprowadzajac sztuczng
zmienng zespolong z, = x,, + i v,, dostaniemy réwnanie liniowe pierwszego
rzedu: z = A z, ze wspotczynnikiem A czysto urojonym. Poniewaz warto$§¢
bezwzgledna wyrazenia |1 + AAt| jest wtedy na pewno wigksza od 1, metoda
Eulera dla oscylatora jest bezwzglednie niestabilna dla dowolnych parametréw
i dowolnego At. Poniewaz kazde rownanie o zblizonym charakterze (trajektorie
periodyczne) lokalnie linearyzuje si¢ do rownania oscylatora, wszelkie ruchy
periodyczne, np. problem Keplera, beda miaty t¢ wtasnosc.

4. Metoda Heuna i metoda Rungego-Kutty (2)

Wro¢my do metody Eulera posredniej (2.4) i do naszych rozwazan o celowosci
skombinowania jej z metodg wprost (2.3). Ot6z metoda bezposrednia, podsta-
wowa, pozwoli nam w przyblizeniu ,,rozwigza¢” rownanie okres$lajace nieznana
warto$¢ po prawej stronie wzoru. Wynik potraktujemy jako pewng warto$¢
pomocniczg. Definiujemy:

k= At - f(xpty), 1 Xppq=2x,+ k. (4.1)

To oczywiscie jest jeszcze dalekie od x,,,1, ale pozwoli obliczy¢ f. Nastepnie
obliczamy $rednig:

1 ~
Xnt1 = Xp t 2 (k + At - f(xn+1' th+1 )) (4-2)

W przypadku zaleznosci czasowych, t, ., = t,, + At, jak zwykle. Algorytm ten,
zwany metodg Heuna byt dos¢ popularny (wsrod najprostszych), ale konkuruje
on ze zblizonym algorytmem Rungego-Kutty, gdzie $rednig oblicza si¢ inaczej.
Oto inny wariant powyzszego rozumowania, stanowigcy baz¢ metody RK2,
a takze metod Rungego-Kutty wyzszych rzedoéw, z ktorych poznamy jedna:
RK4, najbardziej popularng i w ogoéle jedna z najbardziej popularnych wsrod
wszystkich klasycznych. W metodzie RK2 zaczniemy od przyblizenia iteracyj-
nego nastepnej wartosci pofowkowej poprzez metode Eulera:

At ~ At
tht12 = tq t+ 7 Xn+1/2 = Xn + 5 fentn), (4.3)

a nastepnie stosujemy po prostu metode kroku potowkowego (centrowang), z ta
wiasnie przyblizong warto$cia:

Xn+1 = Xn + AL f(Xnt1/2, tavay2) - (4.4)

Omowione tutaj metody nosza miano metod rzedu drugiego, btad w kazdym
kroku jest proporcjonalny do At3® (w metodzie Eulera ten btad jest rzedu At?).
Ktora z nich, Heuna czy RK2 uzy¢ w praktyce? Sa one zblizone zarowno szyb-
koscig jak i doktadnoscia, jest to glownie kwestia stylu i przyzwyczajenia, oraz
paru innych zaawansowanych kryteriow (mozliwos$ci ,,ulepszania” i stowarzy-
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szenia z nig dodatkowych obliczen wspomagajacych), ktorych nie bedziemy
tutaj omawiac.

Zajmiemy si¢ teraz kilkoma metodami wyzszych rzedow, prostymi i zrozu-
miatymi, waznymi dla tych, dla ktérych predkos¢ obliczen jest nieco mniej
istotna niz ich doktadnos¢.

5. Metoda Verleta

Jest to jedna z ulubionych metod fizykoéw piszacych proste programy symula-
cyjne, gdyz jest niezta numerycznie i intuicyjnie zrozumiata. Jest ona bezpo-
$rednio dostosowana do rownan ruchu, tj. rownan operujacych potozeniem
i predkosciag. Oto jej klasyczny wariant, tzw. metoda predkosciowa Verleta.
Zauwazamy, ze jeSli dysponujemy potozeniem x, a wigc i sitami, czyli przy-
spieszeniem a, mozemy od razu skorzysta¢ z lepszego niz Eulerowskie wyraze-
nia na zmiang potozenia, doktadniejszego, gdyz rzedu At?:
At?

Xnt1 = Xp + VpAt + ay —. (5.1)
Jesli przyspieszenie jest stale (np. przy rzucie w statym polu grawitacyjnym),
wzor ten jest doktadny. Do tego nalezy doda¢ wzér iteracyjny na zmiang pred-
kosci. Skorzystamy z faktu, ze metody ,,centrowane” zwykle sa doktadniejsze
od metod ekstrapolacyjnych, wiec skorzystamy z tego wariantu dla predkosci.
Metoda Verleta sprowadza si¢ do wzoru (5.1) potaczonego z nastgpujacym:

any1 = F(xp41)/m,

1 (5.2)
VUnt1 = Vp + Py (an + any1)AL.
Blad metody Verleta jest niejednorodny, rzedu At3 dla predkosci, oraz rzedu
At* dla potozenia. Globalny btad w obu przypadkach: o< At?.

6. Przyklad
Oto prosty problem Keplera, przyspieszenie jest proporcjonalne do -

x

|13
wigzaniem jest oczywiscie elipsa, przy uzytych parametrach jej dluga o$ jest
rowna ok. 3. Przedstawiamy jg na rys. 3, na pierwszym wykresie z lewej; jest to
wynik zastosowania metody RK4, przedyskutowanej w nastgpnym rozdziale,
z At = 0,25, co jest wartoscia dos¢ duza. Przy tej samej wartosci kroku czaso-
wego metoda Verleta precesuje. Metoda centralna Eulera réwniez precesuje,
z gorsza doktadnoscia niz Verlet. Metoda Heuna i RK2 precesuja, a ponadto
trajektoria si¢ rozbiega, promien elipsy rosnie. Ostatni wykres jest wynikiem
zastosowania podstawowej metody Eulera, ale od razu z krokiem czasowym
25-krotnie mniejszym, 0,01. Wyraznie wida¢, Ze nie jest ona bezposrednio uzy-
teczna w praktyce.

Roz-




40 FoToN 119, Zima 2012

(a) (b) (d)
Rys. 3. Porownanie metod RK4 (a), Verleta (b), Heuna (c) i Eulera (d)

Dla metody Verleta At rzedu 0,04 wystarczy, aby osiagna¢ doktadnos¢ zblizong
do RK4 powyzej. Dowolnie maly krok czasowy dla metody ekstrapolacyjnej
Eulera powoduje rozbieganie si¢ algorytmu.

7. Metody wyzszych rzedow
7.1. Runge-Kutta rzedu 4

Najbardziej popularng wéréd metod klasycznych jest metoda Rungego-Kutty
rzedu 4. Bedzie to jedyna metoda uniwersalna oméwiona tutaj. Przypomnijmy,
ze metoda RK2 opiera si¢ o ekstrapolacyjne oszacowanie wartosci ,,mi¢dzykro-
kowej” Xy, 11,2, a nastgpnie uzycie tej wartosci do obliczenia X, .1, przez zasto-
sowanie metody centrowanej. Mozemy te idee¢ pociagna¢ dalej i wprowadzi¢
jeszcze kilka innych etapow posrednich; bedzie to rownowazne przyblizeniu
trajektorii miedzy krokami nie przez prostg sieczna, tylko przez krzywa wielo-
mianowg wyzszego rzedu. Oto wigc algorytm RK4, juz bez dodatkowych ko-
mentarzy teoretycznych. Jest on samo-startujacy. Zaczynamy od czterech war-
tosci pomocniczych:

kl = f(xn» tn)»
k2=f(xn+At/2k1,tn+At/2), 71
k3=f(xn+At/2k2,tn+At/2), ()
k4 = f(.xn + At - k3,tn + At)
Nastepnie okreslamy koncowy wynik poprzez
Xnar = X+ (ko + 2k + 2k +ky). (7.2)

Wielkosci k4, k, opisuja nachylenie trajektorii na poczatku i na koncu przedzia-
tow, a k,, k; — w Srodku, obliczane dokladniej niz w RK2 dzigki dwukrotnej
iteracji. Btad pojedynczego kroku jest proporcjonalny do At®, a akumulowany
btad — do At*, wiec ta metoda jest doktadniejsza od przedyskutowanych wyzej.
Jej gtowna wada z punktu widzenia praktyki nauczycieli fizyki, jest jej wzgled-
na ztozono$¢ 1 brak oczywistosci; sadzimy, ze aby zacheci¢ ucznidow i nauczy-
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cieli do odrobiny programowania, podstawowe metody obliczeniowe winny by¢
stosunkowo proste do przyswojenia i do odtworzenia z pamigci.

7.2. Ogolny schemat poprawek wyzszego rzedu

Zakonczmy ten rozdzial omowieniem ogdlnego schematu poprawek wyzszego
rzedu, dos¢ oczywistego, przedstawionego — dla prostoty — dla uktadow auto-
nomicznych, bez jawnej zaleznosci czasowej. Jesli X = f(x), i znamy poczat-
kowa warto$¢ x, oraz jawng posta¢ funkcji f, potrafimy tez obliczy¢ krzywizng
i wyzsze pochodne x: % = f'(x) - % = f'(x)f (x). Nastepnie x® = f"(x) -
()2 + f'(x)- % itd. Ekstrapolacyjna metoda Eulera drugiego rzedu przyjmie
wigc postac

Xns1 = Xn + At () + 2 () * £ () (7.3)

itd. sg to po prostu czlony szeregu Taylora dla x. Optacalnos¢ tej metody nie
jest oczywista, ale stuzy ona czasami do konkretnej oceny lokalnego btedu me-
tod prostszych.

8. Stabilnos¢ i poprawki energetyczne

Przyktad Keplerowski powyzej jest ,,zbyt przyzwoity”. Trajektorie catkowalne,
periodyczne, a wigc stabilne, sg stabym testem metod numerycznych. Aby
unikng¢ przykrych niespodzianek, przy testowaniu i parametryzacji uzytej me-
tody nalezy odwazy¢ si¢ na problem, w ktorym trajektorie sa nieregularne.
W tym przypadku uktad czgsto zachowuje si¢ ergodycznie, trajektorie wypet-
niaja przestrzen i jesli mamy do czynienia z systemem grawitacyjnym, moze si¢
zdarzy¢, ze dwa ciala zblizg si¢ do siebie tak blisko, ze bardzo duze przyspie-
szenie grawitacyjne destabilizuje metode¢. Oto przyklad z uktadem trzech cial.
Jak wiadomo, nie jest on catkowalny i chaotycznych trajektorii na ogét nie
unikniemy'. Jednak w prawdziwej fizyce energia i moment pedu sa zachowane
i calo$¢ winna globalnie zajmowac staly obszar przestrzeni potozen i pedow.
Nie jest to prawda w symulacji... Rysunek 4 przedstawia wynik metody Verleta
dla trzech ciat o identycznych masach i At = 0,01, co winno wystarczy¢ dla
stabilno$ci w typowych warunkach. Warunki poczatkowe sg dos¢ losowe, ale
tak dobrane, aby ruch odbywat si¢ w skonczonym obszarze przestrzeni. Na
osiach mamy x i y w umownych jednostkach, z jest wspotrzedna prostopadtg do
rysunku.

Trajektorie sa nieregularne, ale przez dtuzszy czas catkowita energia jest za-
chowywana (i jest ujemna, tj. trajektorie nie rozbiegajg si¢ do nieskonczonosci).

! Bywaja rowniez orbity regularne i stabilne wielu ciat. Bardzo zabawna jest wspélna, ptaska
orbita 0 ksztalcie lemniskaty dla trzech identycznych ciat, ktore jak gdyby ,,zonglowaly” wokot
siebie nawzajem. Zob.: http://arxiv.org/pdf/math/0011268v1.pdf.
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Jednak w pewnej, dos¢ przypadkowej chwili dwa ciata zblizaja si¢ do siebie
»hiebezpiecznie”. Ich przyspieszenie gwaltownie wzrasta, dodatnia energia
kinetyczna przekracza ujemng potencjalng i dwie ,,planety” uciekaja (dwa od-
cinki prawie proste na rysunku) ze wzgledu na destabilizacje uzytej metody
numerycznej. Jest to niedopuszczalny artefakt, ktory mozna odroczy¢ zmniej-
szajac At, ale wowczas moze on nastgpic¢ pozniej...

Rys. 4. Niestabilny uktad trzech ciat

Jednym ze sposobow uniknigcia tej katastrofy jest monitorowanie energii
podsystemow i catkowitej. Gdy jej zachowanie przekracza dopuszczalny blad,
nalezy zmodyfikowa¢ energie kinetyczng jednego lub kilku ciat, aby wréci¢ do
normy. Technicznie jest to bardzo trudne, gdyz w naturze zblizone zjawiska
mogq tez wystgpic¢, np. dwa ciata zblizajg si¢ tak, ze ich energia potencjalna
staje si¢ bardzo ujemna, za to jakie$ trzecie nabiera wickszej predkosci i ucieka.
Takie zjawiska moga wystapi¢ w pasie asteroidow, ktory ,.strzela meteorami”
i przewidzie¢ je jest niezmiernie trudno.

9. Whnioski koncowe

Nasz wyktad miat charakter jako$ciowy, sprowadzit si¢ do kilku przepisow, bez
doktadniejszej analizy jako$ci rozwigzan. Glownym jego celem jest pokazanie,
7Ze rozwigzywanie numeryczne réwnan rézniczkowych w sposob racjonalny
i nienaiwny, jest do$¢ intuicyjne.

PomineliSmy catg, bardzo wazng, klase metod ekstrapolacyjno-interpola-
cyjnych (jedynie metod¢e Heuna mozna potraktowac jako prymitywng metode
tej klasy), ktore ,,ratuja” efektywnos¢ obliczen tam, gdzie metody RK wymaga-
tyby znacznie mniejszego kroku. Nie wspomnieli§my o metodach operujacych
zmiennym krokiem, ani o tzw. problemach sztywnych, w ktorych zachowanie
trajektorii miesza ze soba zmiany wolniejsze i szybsze. W astronomii (nie tyl-
ko) korzysta si¢ z metod wymagajacych rozwinig¢ x w potegi At do§¢ wysokie-
go stopnia. PomingliSmy takze bardzo wazny problem ruchu ograniczonego,
Z wigzami, ktdrego znaczenie dla fizykow jest podstawowe i by¢ moze do tego
kiedy$ wrocimy.
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Techniki rozwigzywania rownan roézniczkowych rozwijajg si¢ nieprzerwanie
od 250 lat. Metody Rungego-Kutty powstaty na poczatku dwudziestego wieku.
Aktualnie nie tylko szlifuje si¢ matematyke, ale zostal dokonany olbrzymi po-
step w dziedzinie paralelizacji obliczen, przyspieszenia rachunkow dzigki archi-
tekturom i algorytmom wspotbieznym, ktore sa dos¢ trudne. Fizyk interesujacy
si¢ symulacjg winien w tym wszystkim si¢ nieco orientowac lub wspotpracowac
z dobrym informatykiem.

»Najlepszej” metody nie ma, gdyz nasze kryteria jako$ci moga by¢ rdézne,
np. zalezy nam na szybkosci obliczen bardziej niz na doktadnosci. Ponadto,
w pewnych przypadkach (np. gdy obiekty mechaniczne w programie sg stero-
wane przez mechanizmy losowe lub przez uzytkownika) i uktad nie jest auto-
nomiczny, btedy wynikajace z uzycia prymitywnej metody nie zdazg narosnac,
uktad nie ma czasu si¢ destabilizowaé. (To zjawisko wystepuje w grach, gdzie
rzetelno$¢ fizyki bywa czgsto umowna).

Tak wigc proba odpowiedzi na pytanie: na ktoérej metodzie si¢ skoncentro-
wac, przypomina bardzo znang anegdote amerykanska. Turysta pyta przechod-
nia: ,,Prosze pana, jak trafi¢ do Carnegie Hall?” (Jest to stynna, wrecz legendar-
na nowojorska sala koncertowa). Odpowiedz brzmi: ,,Praca, praca, i jeszcze raz
cigzka praca, prosze pana...”.

Nalezy testowac i jeszcze raz testowa¢ i porownywac rézne metody. Jesli
gléwnym celem symulacji jest wizualizacja, nie ma potrzeby ,,podkrecenia”
doktadnosci do granic przewyzszajacych znacznie rozdzielczo$¢ ekranu, nie
zapominajgc jednak, ze z czasem btad narasta. Jak wspomnielismy w rozdz. §,
dobrze jest czasami kontrolowa¢ zmiany energii, ale takze innych zachowy-
wanych wielko$ci, np. momentu pedu. Jezeli Czytelnik zechce poglebi¢ swoje
wiadomosci o technikach specyficznie dostosowanych do réwnan ruchu w fizy-
ce, polecamy literature o catkowaniu symplektycznym. Jest to tematyka zaawan-
sowana, ale intuicyjna, stosunkowo oczywista i pigknie pokazujaca po raz ko-
lejny potege podejscia geometrycznego do mechaniki.

Nie podajemy referencji bibliograficznych, gdyz na poziomie typowego Czytel-
nika wystarczy wiedzie¢, ze Wikipedia zawiera odpowiednio duzo bardziej
szczegotowego materiatu, a ponadto praktycznie kazda solidniejsza ksigzka
poswiecona metodom numerycznym zawiera rozdziat o rdOwnaniach rézniczko-
wych. Celem tego tekstu bylo zebranie w jedng cato$¢ informacji uzytecznych
dla prostych, typowych probleméw, ktore mozna opanowac szybko oraz poda-
nie kilku informacji praktycznych, ktore zwykle sa pomijane w podrecznikach
specjalistycznych. Zachecam do skontaktowania si¢ ze mng w przypadku pytan
lub problemoéw obliczeniowych.



