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Entropia: definicje Gibbsa i Boltzmanna

W ramach termodynamiki klasycznej temperatura T jest zawsze wigksza od zera
bezwzglednego T >0 K. Zgodnie z fizyczng definicjg, temperatura gazu jest
miarg intensywnos$ci ruchow chaotycznych jego czasteczek. W temperaturze
zera bezwzglednego spodziewany jest catkowity zanik tych ruchow. Formalnie,
mozliwe jest jednak rozwazanie ujemnych temperatur w uktadach, w ktérych
gestos¢ stanow w(E) w otoczeniu ustalonej energii E jest funkcja malejaca.
Sytuacja taka ma miejsce np. w ultrazimnych gazach kwantowych, w ktérych
inwersj¢ obsadzen stanow energetycznych obserwowano w serii eksperymen-
tow przeprowadzonych przez badaczy z Instytutu Optyki Kwantowej Maxa
Plancka w Garching i Uniwersytetu Ludwika Maksymiliana w Monachium [1].
Konsekwencja ujemnych temperatur bezwzglednych jest nietypowe zachowanie
atomoOw: jakkolwiek czasteczki zimnego gazu przyciagajg si¢ wzajemnie, pro-
wadzac do ujemnych cisnien, gaz taki nie podlega ,,zapadaniu” — w pewnej
analogii do postulowanych zachowan ciemnej energii w kosmologii. Szereg
wczesniejszych do$wiadczen na uktadach spinéw [2] wykazywato podobne
zachowanie temperatury, pozornie sprzeczne z intuicjg ,,termodynamiczng”. Co
ciekawe, obserwacje te, jak rowniez kontrowersje wyroste wokot ich interpreta-
Cji, postuzyly w ostatnim czasie probom zdeprecjonowania fundamentalnej
definicji entropii uzytej przez Boltzmanna. W szczegdlnosci w pracach [3, 4]
przedmiotem analizy byla niereprezentatywnos¢ definicji entropii Boltzmanna
do opisu wyzej wymienionych uktadéw. Autorzy dowodzili, ze zastapienie
definicji Boltzmanna odmienng od niej definicjg Gibbsa pozwala unikna¢ dyle-
matu (niepozadanych?) ujemnych temperatur bezwzglednych.

Zrozumienie tego problemu wymaga przypomnienia pokrétce definicji tem-
peratury termodynamicznej i entropii [5, 6, 7]. Fundamentalne rownanie termo-
dynamiki (I zasada) pozwala na wyrazenie infinitezymalnych zmian energii
wewnetrznej E uktadu przez rozniczke
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W powyzszym roéwnaniu przez Aj oznaczono parametry ekstensywne uktadu,

za$ STE — to sprze¢zone z nimi parametry intensywne. Dla uktadow, w ktorych
j
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znana jest zalezno$¢ entropii S od energii E definiujemy wowczas temperature

-1

jako T = [2—;} . Jak widaé, temperatura zalezy od tego jak zdefiniujemy en-

tropig, co na gruncie statystycznego opisu ukladu mozemy zrobi¢ na rdzne spo-

soby. Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa dla zespotu mikrokano-

nicznego o ustalonej energii E, objetosci V i statej liczbie czasteczek N mozemy
zapisac jako

1

p(E!V!N): Q(E'V’N) y

0 dlaH ¢ (E,E + AE)

dlaH e (E,E + AE)

gdzie przez H oznaczono hamiltonian opisujacy uktad, a AE < E. Wszystkie
mozliwe stany sg wigc jednakowo prawdopodobne. Standardowa definicja en-
tropii prawdopodobienstwa wyraza si¢ wowczas wzorem

S, = ks (Inp) = ks [ pinpdr=—k, | lln(ljdrz
r He(E,E+AE) Q (2)
=_|<Bi|n(ijgz=k5|ng,
o (o

gdzie kg 0znacza statg Boltzmanna, a I" — przestrzen fazowg uktadu. Mikrostany
dostepne uktadowi przy danej energii E mozemy jednak zlicza¢ inaczej, wpro-
wadzajgc funkcje X(E,V,N) odpowiadajacg objetosci dostepnego uktadowi
fragmentu przestrzeni fazowej dla wszystkich energii nie wigkszych od E
(E\V,N) = j dr:j(a(E —H(q,p))dr,
H<E

gdzie ® oznacza funkcj¢ skokowa Heaviside’a. Uzycie funkcji Z(E,V,N)
prowadzi do odmiennej definicji entropii, przypisywanej Gibbsowi

S, =kg InZ, 3

W powyzszym rozréznieniu ,,funkcji zliczajacej mikrostany o zadanej energii”,
entropi¢ Boltzmanna wprowadzamy jako

S, =k, In @ AE, @)

gdzie @ (E,V,N) oznacza ggstos¢ stanéw uktadu

w(E,V,N)zﬁzéZ(E,V,N)=%J.®(E—H(q,p))d1"=

= [6(H(a,p)-E)dT.
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Zauwazmy, ze funkcja ta zlicza jedynie stany mikroskopowe (d,p) z energia
doktadnie réwna E.
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Rys. 1. Ggsto$¢ stanow w(E) oraz funkcja zliczajaca X(E). Energia uktadu dla N = 500 nieoddzia-
tujacych spindw, przedstawiona w jednostkach &
Zgodnos$¢ roznych definicji entropii w granicy termodynamicznej

Powyzsze definicje entropii, wyraznie roznigce si¢ migdzy sobg, w konsekwen-
cji prowadza do odmiennych definicji temperatury. Jednakze, w tzw. granicy

termodynamicznej, tj. dla N — o0 i V — oo takich, ze N = const, definicje te

sg rownowazne, a tym samym odpowiadajace im temperatury sg sobie réwne.
W istocie zauwazmy, ze zachodzi

QEV,.N)= [ dr= [ dr- [dr=%(E+AEV,N)-Z(EV,N),
He(E,E+AE) H<E+AE H<E

oraz
S(E+AEV,N)= Z(E,V,N)+S—§dE + O(dE?).
Otrzymujemy stad prostg zaleznos¢
Q(E\V,N)=w(EV,N)AE + O(dE?),
z ktorej wynika zgodnos¢ definicji (2) i (4) dla duzych N i V: w granicy termo-
dynamicznej czton O(dE?) jest pomijalnie maty.

Rownowazno$é powyzszych definicji i definicji Gibbsa (3) w granicy ter-
modynamicznej wynika z faktu, ze w przestrzeniach wielowymiarowych cata

objetos¢ kuli o promieniu spetniajacym warunek R? =2mE = ZmZ?:Nl p?, sku-

piona jest w waskiej warstwie przy jej powierzchni', czyli

! Wspomniana kula odnosi si¢ do fragmentu przestrzeni fazowej dostepnej analizowanemu
gazowi doskonatemu N czasteczek.
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$(E)-Z(E - AE) ~ 3(E), (5)

a wigc obliczanie objetosci przestrzeni fazowej dostepnej dla H(q, p) <E staje
si¢ rownowazne sumowaniu stanow w warstwie H € (E,E +AE). W szczegol-
nosci, dla gazu doskonatego N czasteczek, formuta na X(E) daje

3N 3N

3
VN(2ME)? g2
LR

»(E) = (6)

(przez h oznaczono statg Plancka, I" oznacza funkcj¢ gamma Eulera).
Wida¢ stad, ze dla duzych N (np. rzedu liczby Avogadra) przyblizenie (5) jest
bardzo dobrze spetnione.
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Rys. 2. Wykres ilustrujgcy zalezno$¢ entropii Gibbsa (S,) i Boltzmanna (S3) od energii, w ukla-
dzie izolowanym N = 500 nieoddziatujacych czasteczek

Paradoks ujemnych temperatur

Zgodnos¢ w granicy termodynamicznej umozliwia zamienne uzywanie defi-
nicji entropii (2)—(4) dla uktadéw bardzo wielu czastek. Dla niewielkich ukta-
doéw roznice pomiedzy definicjami i odpowiadajgcymi im temperaturami sg
znaczgce 1 musimy by¢ ostrozni uzywajac poje¢ entropii i temperatury.
W szczegolnosci dla uktadow z ograniczonym widmem energii definicja entro-
pii Boltzmanna prowadzi do ujemnych wartosci temperatury, podczas gdy tem-
peratura obliczana wedlug definicji Gibbsa pozostaje dodatnia. Korzystajgc
z definicji S;, S3 wyliczmy jawnie odpowiadajace im temperatury

SzszInE(E):TZ(E)z[ZiEZ] =[ks%} :kiz((EE)) ™)
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S, =k, IN@ (E)AE = T, (E) = {@T {k

s w'(E)}’ _106) g

"w(E)| ks @'(E)

Prostym przyktadem systemu o ograniczonym widmie energii jest uklad N
nieoddziatujacych czastek, ktorych energia przyjmowaé moze tylko dwie war-
tosci: 0 i &. Wszystkie czastki w stanie 0 realizuja minimum energii uktadu
E =0, a maksimum E = Ne¢ jest realizowane, gdy wszystkie czastki obsadzaja
stan wzbudzony. Tym dwu skrajnym makrostanom uktadu odpowiada brak
degeneracji: mogg by¢ zrealizowane tylko przez jeden mikrostan. W stanach
posrednich 0 < E < Ne degeneracja ro$nie i osigga maksimum dla pewnej ener-
gii E*, a nastepnie monotonicznie maleje az do stanu E = Ne. Obliczajac entro-
pie wedlug definicji Boltzmanna (4), tj. biorac logarytm liczby stanow dla danej
energii, otrzymujemy funkcje S3(E) osiagajaca maksimum na przedziale
(O,Nég). Tym samym temperatura zdefiniowana jako odwrotnos¢ pochodnej
% zmienia znak i dla energii E > E’ jest ujemna. Funkcja Z(E), wystepujaca
w definicji Gibbsa (3) pozostaje monotoniczna, gdyz kazdorazowo zlicza
wszystkie mikrostany dostgpne energiom mniejszym badz rownym E. Stad en-
tropia Gibbsa S, nie osigga ekstremum, a odpowiadajaca jej temperatura pozo-
staje dodatnia.
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Rys. 3. Temperatura termodynamiczna zdefiniowana w oparciu o entropi¢ Gibbsa (T,) i entropi¢
Boltzmanna (Ts), przedstawione na rys. 2

Autorzy artykutu [3] wskazujg na szereg innych wad definicji entropii
Boltzmanna. Przede wszystkim argumentujg, ze w przeciwienstwie do entro-
pii Gibbsa, nie jest ona spdjna z termodynamikg klasyczng. Wracajac do fun-
damentalnej relacji (1), ktoérg sformutujemy teraz w skali entropii
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ds = Z(s—z] dA, :%dE +Z%dA, )
pokazemy, jakie ograniczenia naktada ona na definicje entropii (przez A; po-
nownie oznaczono parametry ekstensywne, %:(%)). Rozwazajac proces
adiabatyczny, gdzie dodatkowo dA =0 dla wszystkich i =k, dostajemy waru-
nek

1 a,
=dE +—=dA =0,
T T A

{53

gdzie druga réwno$¢ wynika z warunku spojnosci wielkosci termodynamicz-

nych ze $rednimi statystycznymi. Z deﬁnicji{fll_—k = (%), ostatecznie otrzymu-

r(os ) [oH), (10)
oA oA
Sredniowanie w zespole mikrokanonicznym zdefiniowali§my powyzej, wpro-
wadzajac gestosc p. Nieco zmodyfikujemy teraz te funkcje rozktadu: w granicy
AE — 0, a wigc gdy energia jest Sci§le okreslona, mozemy zapisaé
S(E-H)
o(E\V,N)

(gdzie obecnosé¢ czynnika 1/ wynika z warunku unormowania). Dla definicji
temperatury i entropii Gibbsa (7) dostajemy zatem

T{@j:lﬁi(ksmz(a): 1 0x(E)__1 i(‘[@(E—H)dF):
oA, ks w(E) 0A, w(E) oA w(E) oA,

-1 [ 2oE-H)dr-—L_ _(ﬁja(E—H)dr.
o(E)Y 0A o(E)’ | 0A

a stad

jemy wiec warunek

P(EV,N)= (11)

Korzystajac z definicji $redniej po stanach i (11) otrzymujemy wigec roéwnosé
(10) — entropia i temperatura Gibbsa sa konsystentne z fundamentalnym réwna-
niem (9). Zauwazmy przy tym, ze w ogdlno$ci
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(&) (3
oA, oA

CO jawnie sugeruje, ze entropia Boltzmanna (8) tamie warunek spdjnosci opisu
statystycznego z termodynamikg. Warunek ten jest jednak spetniony [8]
w granicy makroskopowego uktadu!
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Rys. 4. Skalowanie entropii Gibbsa z rozmiarami uktadu. Znormalizowana entropia S, dwu-

stanowego uktadu przedstawiona jest w funkcji znormalizowanej energii dla uktadu N = 5, 15, 60
i 1000 czasteczek

Definicja entropii Gibbsa wydaje si¢ by¢ wtasciwsza: dla wszystkich syste-
mow jest dodatnia i niezaleznie od wielkos$ci uktadu jest spojna z termodynami-
ka. Okazuje si¢ jednak, ze i ta definicja ma swoje powazne mankamenty. Arty-
kut Vilara i Rubiego [9] analizuje doktadniej omowiony wyzej uktad N czastek
o ograniczonym widmie energii pokazujac, ze definicja Gibbsa réwniez prowa-
dzi do paradokséw. Energia w tym uktadzie jest skwantowana, najmniejsza
mozliwa ,,porcja” energii wynosi . Catki w definicjach (2), (3) i (4) przechodza
wigc w sumy: w szczegdlnosci definicje entropii S; i S3 sa rOwnowazne, gdy
tylko AE < £. Obliczmy entropie Boltzmanna Sz dla stanu o zadanej energii
E; = je (gdzie j — liczba czastek w stanie wzbudzonym), czyli logarytm liczby

dostepnych dla niej mikrostanow

_ NY_p o N!' N!
SS(EJ')_kBm(j)_kBm(N—j)!j! kBm(N—Ej/g)!(Ej/g)!' (12)
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Definicja Gibbsa wymaga zsumowania wszystkich mikrostanow dla H < E:

B LN _ " N!
@)k (V) ey e e

za$ ,,dyskretny” odpowiednik definicji temperatury daje si¢ przedstawi¢ wzo-
rem

T Z[A_ST:—EJ —Ei
AE | TS(E))-S(E,.)

Autorzy [9] pokazuja, ze dla energii E>E (przez E  oznaczyliémy wartos¢

energii maksymalizujaca entropi¢ Boltzmanna), entropia Gibbsa szybko traci
zaleznos$¢ od energii. Rozwazajac réznice

S,(E;)—S,(E, ) =ke In#?\:)zks In 1+ |
A0z

skorzystajmy z (12): ('}‘) = gSi(Eke

@Ss(Ej)ks @S:(Ejlks
S,(E;)—S,(E.,) =kgIn| 1+ <

1185 (6 ks BN s (B ke
28 28

(oszacowanie otrzymaliSmy korzystajac z nierownosci In(1+ x) < x). Dla mia-
nownika, gdy E; > E", zachodzi Zi':ess(ei ke > @SBV (E” to energia maksy-
malizujaca entropie S3). Ostatecznie otrzymujemy

S3(Ej)/k "
g5 (Ej)ike _ kBe(ss(Ej)fs3(E ))/kB.
5 (E ks

SZ(Ej)_SZ(Ej—1)<kB

S,(E"™) to maksymalna warto$¢ entropii Boltzmanna, a wiec wyktadnik ekspo-
nenty jest ujemny. Co wigcej, zwickszajgc rozmiar uktadu i1 korzystajac z eks-
tensywnosci entropii, widzimy ze réznica S,(E;)—S,(E;,;) maleje wyktadni-
czo. Pokazali$my tym samym, Ze entropia Gibbsa nie moze stuzy¢ jako podsta-
wa do definicji temperatury termodynamicznej: zwigkszenie liczby czastek
sprawia ze przestaje by¢ ona poprawnie zdefiniowang funkcjg energii, a tym

samym pochodna (';% nie niesie z soba fizycznego znaczenia. Artykut [9]

omawia konkretny przyktad, dla ktdrego temperatura Gibbsa blednie przewidu-
je przeptywy ciepta: w tym przyktadowym modelu dwdch poduktadoéw para-
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doksalnie ciepto przeptywa z podukladu o nizszej, do poduktadu o wyzszej
temperaturze Gibbsa T,.

Powyzsze przyklady pokazuja, ze poza poprawnie sformulowang granica
termodynamiczng napotykamy na powazne trudno$ci w operowaniu pojeciem
entropii. W uktadach o skonczonej liczbie (nieoddziatujgcych!) elementéw, oba
sposoby definiowania entropii — zaréwno definicja Gibbsa, jak i Boltzmanna
zawodzg, prowadzac do pewnych niespojnosci. Argumenty uzyte w dyskusji
pomiedzy zwolennikami i przeciwnikami temperatury Boltzmanna, a w szcze-
golnosci ujemnych temperatur (prace [3, 4, 8-10]), pokazuja ze poza granica
termodynamiczng uzywanie poje¢ entropii i temperatury musi si¢ odbywac
Z nalezyta ostroznoscia.

Frenkel i Warren [8] odwotuja si¢ przy tym do intuicyjnego przyktadu ,,roz-
dziatu energii” w sytuacji omawianego uktadu dwukomponentowego, w ktorym
catkowita energia rozdzielana jest pomiedzy obydwa podukiady. Warunek
E, +E, <E naklada woéwczas restrykcje na najwyzsza mozliwg energie
w uktadzie (dokonujgc zliczen mikrostanow dla ktorych warunek E, +E, <E

jest spetniony, opisujemy w istocie uktad ze statlg maksymalng energiag E, a nie
uktad o stalej energii). Ilustracjg tego problemu moze by¢ podziat pensji w du-
zej korporacji bankowej: W sytuacji poglebiajacego sie niezadowolenia z ni-
skich wynagrodzen wsérod pracownikow nizszego szczebla (,proletariatu”),
ktorzy wnosza protest w zwigzku z nadzwyczajnie wysokimi uposazeniami
dyrektorow (,,burzuazji”), rada nadzorcza moze pokusi¢ si¢ o rozwigzanie,
W ktérym podnoszony jest $redni zarobek pracownikoéw przy jednoczesnym
obnizeniu $redniego uposazenia dyrektoroéw tak, ze catkowita suma $srodkow na
pensje pozostaje niezmienna. Rozwigzanie to odpowiadatoby wizji ,,Boltzman-
na”. Odmienne podejscie ,,Gibbsa” — w ujeciu proponowanym w pracach [3, 4]
polegatoby na zwigkszeniu najwyzszej pensji pracownikéw banku do np. 10° $
rocznie przy jednoczesnym obnizeniu maksymalnej pensji w sektorze dyrekto-
row (np. z 10 $ do 10° $ rocznie) w taki sposob, aby maksymalna kwota wy-
dawana na pensje pozostata niezmieniona. Najprawdopodobniej niewielu spo-
srod nizszej klasy pracownikoéw skorzystatoby z tej oferty, a takze zapewne
niewielu dyrektoréw protestowatoby z powodu obnizenia pensji. Co wazniejsze
jednak, podjete $rodki nie skutkowatyby istotnym transferem pienigdzy (lub
»Cciepta”) pomiedzy grupami. W terminologii marksistowskiej sytuacje taka
opisuje si¢ jako brak redystrybucji dobr materialnych pomigdzy burzuazja
a proletariatem. Podjeta strategia najprawdopodobniej nie zadowolitaby zatem
pracownikoéw hipotetycznego banku...

Dalszg dyskusj¢ na temat definicji temperatury w uktadach kwantowych znajdzie Czy-
telnik na stronach www.quantum-munich.de/research/negative-absolute-temperature.
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