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Sztuczki karciane, wylewy Nilu
i wykladnik Hursta

Przemystaw Borys
Wydziat Chemiczny, Politechnika Slgska

Wprowadzenie

Na poczatku XX wieku, Harold Edwin Hurst zajmowat si¢ projektowaniem tam
na rzekach'. W centrum jego zainteresowan znalazla si¢ rzeka szczegélnie waz-
na dla historii ludzko$ci, wokot ktorej zbudowana zostala jedna z najstarszych
cywilizacji §wiata. Rzeka tg byl Nil, ktérego wylewy od wiekéw wykorzysty-
wane byty do nawadniania i uzyzniania pol uprawnych Egiptu. Nil to kaprys$na
rzeka i z roku na rok jego wylewy bywaty wigksze lub mniejsze. Czasami nad-
chodzily okresy suszy, powodujace katastrofy nieurodzaju. Co gorsza, te okresy
wystepowaly przewaznie w grupach, powtarzajgc si¢ €0 roku. Aby uniezalezni¢
si¢ od takich niekorzystnych zjawisk, na przetlomie XIX i XX wieku zapadta
decyzja o budowie w Asuanie tamy na Nilu. Spietrzona w zbiorniku retencyj-
nym (jeziorze Nasera) woda mogta by¢ w okresie suszy spuszczana, wyréwnu-
jac nizszy poziom wody w rzece. Zbiornik mozna bylo ponownie napetniaé
woda w okresach podwyzszonego przeplywu.
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Rys. 1. Tama na Nilu w Asuanie Rys. 2. Mapa egipskiego Nilu i zbiornik
(http://www.mbarron.net/Nile/envir_nf.html) Asuanski, jezioro Nasera (Wikipedia)

Aby dobra¢ odpowiedniag pojemnos¢ zbiornika oraz opracowacé niezawodne
reguly oprézniania go z wody, nalezato przeprowadzi¢ odpowiednie modelo-
wanie matematyczne. Rozwinigty w owym czasie rachunek prawdopodobien-
stwa sugerowatl modelowanie ztozonych procesow przyrodniczych za pomoca

! Pierwsza znana mi publikacja H.E. Hursta dotyczaca Nilu datowana jest na rok 1932.
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niezaleznych od siebie zmiennych losowych o rozkladzie Gaussa. W odniesie-
niu do badania poziomu wody w Nilu takie podejscie wydaje si¢ z pozoru zu-
petnie rozsadne biorac pod uwage centralne twierdzenie graniczne i fakt, ze na
poziom wody wptywa duzo pozornie niezaleznych czynnikow. Jednocze$nie
zdawano sobie od dawna sprawe z tego, ze Nil przejawia pewna ,,cykliczno$¢”
w zachowaniu, prezentujgc naprzemienne sekwencje okreséw suszy lub powo-
dzi. Dzi¢ki wnikliwej analizie Hurst potrafil wykaza¢ nieadekwatnos$¢ gaussow-
skiego aparatu do opisu wylewow rzeki i zaproponowac lepszy model, bedacy
przedmiotem niniejszego artykulu. Zastosowania tego modelu wykraczaja dale-
ko poza hydrologie i sa wykorzystywane np. w ekonomii.

Analiza Hursta: jak w wylewach Nilu ujrzeé¢ ruchy Browna?

Hurstowi znana byla teoria ruchéw Browna i wiedziat, ze wariancja potozenia
czastki Browna skaluje si¢ jak o?~t, gdzie litera o 0znaczamy odchylenie
standardowe. Jednym z zatozen, prowadzacych do takiego skalowania moze
by¢ gaussowski rozktad dtugosci skokéw czastki®®. Hurst pomyslat, ze gdyby
potraktowa¢ poziom lustra wody w zbiorniku retencyjnym jako ,potozenie
czastki Browna”, a roczne wplywy wody do zbiornika® jako skoki tej ,,czastki”
(rys. 3), to skalowanie wariancji potozenia lustra wody mozna wykorzysta¢ do
weryfikacji zatozen o losowos$ci zmian poziomu wody w Nilu.

Rys. 3. Tlustracja catkowitej ,,drogi” h
w Nilowym ,ruchu Browna” jako
poziomu wody w zbiorniku retencyj-
nym, ktoérego odplyw przystosowany
jest do odprowadzania wody w takim
tempie, aby przy Srednim poziomie
wody w rzece, poziom wody w zbior-
niku nie zmieniat si¢ (idealnie wyregu-
lowany przeptyw rzeki). W ten sposob,
wysoki poziom Nilu powigksza h,
natomiast niski poziom prowadzi do
jego obnizenia i lustro wody w zbior-
niku wykonuje ruch typu Browna

2 Mozemy nawet powiedzie¢ ogdlniej, ze rozklad dlugosci skokéw powinien by¢ niezmienny
i 0 skofczonej wariancji, a skoki powinny by¢ niezalezne od siebie.

3 W przypadku czastki Browna skoki sa wywolywane zderzeniami z czastkami otoczenia.

* Rozumiane jako roczne nadmiary i niedomiary przeptywu w stosunku do wartosci redniej
przeptywu wody wypuszczanej ze zbiornika do uregulowanego, ptynacego (idealnie) statym
tempem Nilu.
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Przytoczona relacja skalowania wariancji dla ruchdw Browna wynika wprost
z opisujacego je rownania dyfuzji na gestos¢ prawdopodobienistwa p>®:

p_0°p
=D 1
Pl )
Réwnanie (1) mozna przemnozy¢ przez X° i scatkowaé w zakresie od minus do
plus nieskonczonos$ci (czyli po calej przestrzeni dostgpnej dla ruchu), uzysku-
jac:
0 I x*p(x)dx
ot

*p(x)
— 2
=D|x ?dx )
Catka z X*p(X) po lewej stronie (2) daje z definicji wariancje o, a prawa strong
mozna scatkowa¢ dwukrotnie przez czesci (przyjmujac znikanie p(x) oraz jego
pochodnych w nieskonczonosci), uzyskujac:

o0

%:D{ﬁ%—pr(xﬂZF(x)} =2D ©)

—00

(F oznacza dystrybuante gestosci prawdopodobienstwa p’). Po scatkowaniu (3)
wzgledem czasu, otrzymujemy ostatecznie

o’ =2Dt (4)

lub
o=+/2Dt (5)
Hurst przypuszczal, ze skoro odchylenie standardowe potozenia czgstki
Browna rosnie z pierwiastkiem uptywu czasu, to podobna zalezno§¢ powinna
wystepowac rowniez dla bardziej przydatnego w hydrologii $redniego zasiggu R
ruchu zmiennej, definiowanego dla procesu o zerowym $rednim przyroscie

® Uzasadnienie adekwatno$ci rownania dyfuzji do opisu ruchow Browna znajduje si¢ w Do-
datku 1.

® Rozumowanie przedstawione dla statego wspotczynnika dyfuzji D.

" Dystrybuanta, funkcja F(x) wyrazajaca prawdopodobiefistwo P(X < X), gdzie X to realizacja
zmiennej losowej. Z definicji F(o0) — F(—0) = 1.

® Takim procesem jest na przyktad fluktuacja lustra wody w zbiorniku retencyjnym, z ktorego
woda spuszczana jest w tempie rownym $redniemu doptywowi. Srednio nic si¢ nie dzieje, lecz
w okresie przejsciowym mozliwe sg fluktuacje.

Wymaganie zerowego sredniego przyrostu jest konieczne, aby odrézni¢ pomiary fluktuacji
(parametr R) od efektow systematycznych. Np. gdyby w zbiorniku asuafiskim zamknaé¢ odptyw
i napelia¢ go w statym tempie, to R liczone jako Ymax — Ymin jest wigksze od zera, ale nie ma
zadnych fluktuacji, ktére R mogloby mierzy¢. Takie przypadki Hurst rozpatrywat na specjalnych
wykresach, w ktorych taczyt poczatek i koniec szeregu czasowego prosta, stanowiaca nastepnie
poziom odniesienia do pomiaru fluktuacji. (Innymi stowy, wrysowujac nowa o$ uktadu wspot-
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relacjia R = Ymax — Ymin (rys. 6 oraz rys. 12 w Dodatku 3)°. Rzeczywiscie, dla

procesu o niezaleznych przyrostach gaussowskich Hurst wykazal, ze R ~t.
Poniewaz wynik ten jest bardzo wazny, sprobujemy go rozwazy¢ bardziej
szczegotowo (najtrudniejsze fragmenty zostawiam na Dodatek 2).

Zamiast procesu o przyrostach gaussowskich, rozpatrzymy (za Hurstem)
prostszy proces o przyrostach dwuwartosciowych (+1, —1), generowany rzutami
monetg. Nie jest to wielkie ograniczenie, gdyz jesli przyjaé za krok procesu np.
100 rzutéw monetg, to ,,efektywna” dtugos¢ kroku po 100 rzutach przyjmuje
warto$¢ od —100 do 100, z rozktadem bardzo zblizonym do gaussowskiego.

Procesy rozpatrywane przez Hursta byly procesami o zerowej $redniej war-
tosci kroku, wiec (co nie jest oczywiste) rozpoczynaty si¢ i konczyly w tym
samym potozeniu. Rownos¢ polozenia poczatkowego i koncowego wynika
z zastosowania pojecia $redniej, a nie wartoci oczekiwanej. Srednig mozna
policzy¢ tylko dla zadanego okna czasowego (o dlugosci n) i wowczas z defini-
cji suma n krokow realizacji procesu losowego rowna jest N krokom o warto$ci
sredniej (zatem jesli srednia rowna jest zero, koncowa pozycja, n -0 musi by¢
zerowa). Aby zagwarantowac zerowa warto$¢ $redniego kroku w losowaniu
monet, nalezy wsrod 2n rzutow wylosowaé n ortow (krokoéw o dlugosci +1) i n
reszek (krokow o diugosci —1). Liczba mozliwosci wyrzucenia n ortéw w 2n
rzutach (czyli liczba mozliwych trajektorii czastki Browna dla tej pozycji kon-
cowej) opisywana jest za pomocg kombinacji:

2n (Zn)'
Cn _m (6)
Aby wypowiedzie¢ si¢ o zasiegu ruchu, Hurst wykorzystat znane z kombinato-
ryki twierdzenie o liczbie kombinacji odchodzacych od zera na odlegtos¢ przy-
najmniej'® +h
n _ (2n)! @)
" (n+h)(n-h)!
Oczywiscie, z uwagi na symetri¢ zagadnienia, liczba kombinacji opisujaca
odejscia od zera w przeciwng strong (h reszek), opisywana jest tym samym

rzednych, graficznie konstruowal szereg o zerowym $rednim przyroscie, zob. rysunek w Dodat-
ku 3).

® Warto zwrocié uwage, ze tak zdefiniowany zasieg dla mniejszej liczby probek niz maksy-
malna wymaga ponownego obliczenia szeregu y (gdyz w krotszym szeregu inna bedzie warto$¢
$rednia), powodujac w ogdlnosci inng warto$¢ R dla szeregu krotszego, nawet jesli ten krotszy
szereg obejmuje punkty Ymax, Ymin z szeregu dtuzszego.

10" Odpowiednie podloze matematyczne tego wzoru mozna znalezé w ksiazce Whitwortha,
Choice and Chance (koniecznie wydanie z 1901 roku, dostgpne na openlibrary.org) w rozdziale V
na stronach 108-117. Do tego potrzebny jest rOwniez rozdzial wczesdniejszy. Ten trudny i unikany
w podrecznikach temat, z dodatkowym komentarzem, zreferowany jest w Dodatku 2 niniejszego
artykuhu.
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, . .. 2 L. . 2
wzorem, cho¢ zwyczajowo oznaczamy ja jako C.", (ktore jest rowne C.7,).
Dzieki roéwnosci (7), réznice miedzy wszystkimi mozliwymi odejsciami dodat-

.. . e . oy [ . . L, 11.
nimi a wszystkimi mozliwymi odej$ciami ujemnymi mozna zapisac jako

n n
W=(+1)> Coly —(-1)2.C0, 8

h=1 h=1
gdzie (+1) oraz (-1) oznaczajg dtugo$¢ elementarnego kroku. Mozna w tym
momencie zapytac: czy Cfﬂh nie powinno by¢ dodatkowo przemnozone przez h,
jesli Cﬁﬂh wyraza liczb¢ kombinacji ze skokami na odlegtos¢ h? Otéz nie.

Z uwagi na to, ze te kombinacje opisuja realizacje ze skokami na odleglos¢ przy-

najmniej h (a nie dokladnie h), ten mnoznik jest juz obecny poprzez wktad od

2n

elementéw sumy o indeksach C;.., m < h (ilustruje to rys. 4, w ktérym nalezy

przejs$¢ od sumowania poziomych stupkéw do sumowania stupkow pionowych).
We wzorze (8) sprawny matematyk natychmiast dojrzy strukture rozwinigcia

dwumianu Newtona,
2n

@+ =3 Cy" (9)

h=0
co pozwala zredukowac (8) do postaci:
W =2""-C2x (10)
Wzér (10) na sume modutow wszystkich mozliwych odejs¢ od zera dzielimy
przez liczbe wszystkich trajektorii C2", uzyskujac $redni zakres ruchu jako:

22n
= 2n _1
Cﬂ
Rozwijajac kombinacj¢ z wykorzystaniem wzoru Stirlinga na silni¢

(n! ~2nz(n/ e)“), otrzymujemy
(2n) \/4n;r(2n/e)2n o

Ca'="—5= (12)

(nt)” [«W(n/e)”}2 Jnz

R

(11)

co daje poszukiwane
R=nz -1 (13)

oznaczajgce pierwiastkowa zalezno$¢ R od liczby krokéw czasowych n.

1 Uwaga, ta roznica nie jest réwna zeru, bo od krokéw dodatnich odejmujemy kroki ujemne.
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. clo Rys. 4. Wktady do sumy wszystkich moz-
545 liwych zyskow (n =5, obrazowany suma-
. . C%?,, ryczng liczba wszystkich kuleczek). Liczba

. . . . clo kombinacji, ktore odchodza od $redniej na
5+3  odlegtos¢ wicksza niz h ilustrowana jest

. . . . . . . C%?Z ppziomq liczl')a{ kuleczek (z powc?du. ogra-

. . . . . . . . . . . clo niczonego miejsca na rysunku nie jest to
5+1 doktadnie liczba wynikajaca ze wzoru).

. Gdyby zastanowi¢ si¢ ile jest kombinacji

odchodzacych od zera doktadnie na odlegtosé 1, to jest to C2" —CZ2",, tzn. liczba odchodzacych
przynajmniej na odlegto$¢ 1, pomniejszona o liczbg tych, ktore odchodza dalej. Na rysunku od-
powiada to stupkowi po lewej stronie o wysokosci jednej kulki. Podobnie, gdyby zapyta¢ o liczbe

kombinacji odchodzacych doktadnie na odlegtos¢ h, dostaniemy CZ27, —C2" a na rysunku

n+h+1 1
bedzie to stupek pionowy o wysokos$ci h i szerokosci Cfﬂh —C,ﬂ'h +1- Ogolnie wynika stad, ze
wzor (8) mozna zapisaé (sumujgc stupki pionowe) jako Y hN(h)—(=h)N(=h), gdzie N(h) to
liczba kombinacji odchodzacych od zera na odlegto$¢ doktadnie rownag h.

Uzyskawszy ten wynik Hurst zbadat skalowanie fluktuacji ilosci wody, na-
noszonej w kolejnych latach przez Nil. Oczywiscie oczekiwatl, ze fluktuacje te
beda niezalezne od siebie i gaussowskie, a wielko$¢ R bedzie zalezata od pier-
wiastka czasu. Badacz dysponowatl wowczas obszernymi danymi odnos$nie wy-
lewow Nilu, pochodzgcymi z wyspy Roda w Kairze, gdzie znajduje si¢ uzytko-
wany od 620 roku nilomierz (rys. 5). Urzadzenie to dostarczylo cigglego reje-
stru pomiarowego w latach 622—-1469 (p6zniej zdarzalty si¢ przerwy) i dato
mozliwo$¢ przebadania szeregu czasowego o 847 elementach. Jego analiza
zaowocowatla relacja

Przy czym Hurst wprowadzit do miary
zasiggu unormowanie wzgledem estymato-
ra odchylenia standardowego skoku ruchu
Browna (w przypadku Nilu: odchylenia
standardowego rocznego poziomu wody
W rzece), ktora umozliwia taczenie ze soba
danych z réznych zjawisk przyrodniczych,
np. réoznych rzek, w celu konstrukcji diuz-
szych szeregow czasowych o podobnych
wlasnosciach (bowiem w skali logaryt-
micznej nawet 800 lat to wcigz niezbyt
wiele).

Rys. 5. Litografia ilustrujaca nilomierz na wyspie
Roda w Kairze (Wikigallery.org)
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Rys. 6. Ilustracja skladania ruchu
Browna z pojedynczych skokow z;
200 1 (pokazany skok w chwili i=16).
Skoki sg sumowane i w efekcie daja
150 [ 1 przemieszczenie catkowite czastki
Browna w chwili k. Po n krokach
00 | | mamy pewng trajektori¢, ktéra za-
wiera warto§¢ najwicksza potozenia
16 | oraz warto$§¢ najmniejsza i ktora
R;s rozpoczyna si¢ oraz konczy w zerze.
Roéznica migdzy warto$cia najwigk-
sza 1 najmniejsza daje R,. Na rysun-
ku zaznaczono R, dla n = 75.W przy-
padku wylewow Nilu z; oznaczalby
nadwyzke poziomu wody w rzece
-tee - - " " p” - p. - . WTOKu k, natomiast y, oznaczatby
n poziom wody w zbiorniku retencyj-
nym (h narys. 3) po k latach (k <n)

58 -

Relacja (14) pokazuje, ze zasi¢g R rosnie szybciej niz w procesie z kroka-
mi gaussowskimi. Oznacza to, ze wylewajacy Nil w jaki$ sposob pamieta®®, ze
w ubiegltym roku juz wylewatl i z tej przyczyny wykazuje zwickszong preferen-
cje do wylewania w roku kolejnym. W ten sposob suma krokéw moze odbiegac
od $redniej dalej niz w przypadku krokoéw niezaleznych od siebie. Gdyby zatem
zbiornik Asuanski zaprojektowaé zgodnie z analiza gaussowska, to czesto
oprézniatby si¢ on do zera lub przelewal.

Problemem badanym przez Hursta w kolejnych latach, byto okreslenie czy
Nil jest wyjatkowy w swym zachowaniu i czy istnieja inne procesy, ktore za-
chowuja sie podobnie (zachowuja pamiec¢). Takie zachowanie okazato si¢ nie-
mal regula w przypadku innych rzek, jak réwniez w przypadku opadow deszczu
czy wzrostu stojow w drzewach'®. Hurst analizowat nawet tak egzotyczne za-
gadnienia jak dtugosci okresow panowania krolow i wyniki dorocznych me-
czow uniwersyteckich. Wszedzie okazywato sig, ze pamigé jest obecna, lecz
sam wykladnik skalowania nie byt wielkoscig stala, a raczej zmienng losowa
0 $redniej 0,73 i odchyleniu standardowym 0,092 (wynik dla 837 przypad-
kow)™.

Wprowadzony w tych badaniach wyktadnik skalowania zasiggu z czasem
nazywamy obecnie wykladnikiem Hursta, H (sam Hurst oznaczal go litera K),
a analizg, w toku ktorej wyznaczamy skalowanie zasiegu podzielonego przez

12 Czesto analize Hursta dla szeregow czasowych wykonuje si¢ w celu okrelenia czy w sze-
regu wystepuja efekty pamigci. Omawiany fragment pokazuje o jakiego rodzaju pamig¢ chodzi.
W sekwojach, ktore zyja tak dlugo, ze daty Hurstowi jedne z najdluzszych szeregdéw cza-
sowych.
% W tym sensie mozemy zatem powiedzieé, ze charakterystyka szeregu wylewow Nilu z wy-
spy Roda jest wyjatkowa, gdyz przedstawia stosunkowo rzadko spotykany, wysoki wyktadnik
Hursta.
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odchylenie standardowe (R/S), nazywamy analiza przeskalowanego zasiggu
R/S (rescaled range analysis). Wyktadnik Hursta ma duze znaczenie dla ana-
lizy fraktalnej przebiegow czasowych, gdyz okazuje sie, ze zachodzi relacja
D =2 — H (Dodatek 4).

Eksperymenty z kartami

Chcac zrozumie¢ mechanizmy procesow losowych z pamigcig oraz majac na
uwadze konieczno$¢ skonstruowania dla nich modelu obliczeniowego, ktory
mozna by wykorzysta¢ w projektowaniu tamy na Nilu, Hurst wykonywat spryt-
ne doswiadczenia z wykorzystaniem talii odpowiednio ponumerowanych kart
(rys. 7). Karty w talii oznaczyt cyframi £1 (2x 13 Kart), +3 (2x 8 Kart),
+5 (2x 4 karty) oraz +7 (2x 1 karta)™®. Gdy taka tali¢ kart potasowaé i przetozy¢,
uzyskuje sie pewng liczbe (rys. 10). Te liczb¢ Hurst przyjmowat za krok w swo-
im ruchu Browna. W kolejnej iteracji powtarzano tasowanie i przektadanie.
Z uwagi na odpowiednio dobrane karty o niskich i wysokich nominatach, gene-
rowane kroki w przyblizeniu odwzorowujg rozktad Gaussa (rys. 8). Wyktadnik
Hursta obliczony dla tak skonstruowanego szeregu (nasladujacego rzeczywisty
ruch Browna) wynosi w przyblizeniu H = 0,5 (moja symulacja komputerowa
dla 20 serii po 1000 krokéw'’ pokazuje $rednig 0,49 + 0,07).

7 7 16
5, o5 |‘h,H*
-F* *-F * 14
Tad |, e /\
A A "
RIS AL .
Plerd — = E
hA kA R — —
v v ——
TQ’QT e el B3 b 4 .

AR + ¢ : / \
ARSI AR £ IR I LR e
Rys. 7. Zestaw kart do eksperymentow Hur- Rys. 8. Histogram skokéw generowanych kar-
sta. Hurst wybrat z talii kart 4 mozliwe dtugo- tami z talii oraz naniesiona dla pordwnania
Sci krokow (1,3,5,7 jednostek), ktore mozna krzywa Gaussa

wykonywaé¢ w dwoch mozliwych kierunkach
(np. kierunek dodatni to trefl, ujemny to karo).
Rysunki kart pochodzg z projektu linuksowe-
go pulpitu GNOME

1% Jak tatwo sie domysli¢, w owych czasach symulacje komputerowe nie byly jeszcze mozliwe.

® Hurst wykonywal takze doswiadczenia na rozszerzonej talii kart, gdzie wykorzystywat
rowniez skoki na odlegtos¢ 9 jednostek.

7 Hurst wykonywat w swoich do$wiadczeniach okoto 6 serii po 1000 krok6ow.
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Generowanie wyktadnikow o wiekszych warto$ciach wymaga wprowadze-
nia polaryzacji w ruchu. W tym celu Hurst przektadal potasowang tali¢ kart
i notowat liczbg z przetozenia jako K. Nastepnie, potasowane karty dzielit na
dwa rowne stosy i dla dodatnich k z pierwszego stosu usuwat k najnizszych
symboli, wymieniajac je na K najwyzszych symboli stosu drugiego. Jesli k byto
ujemne, postgpowal odwrotnie: z pierwszego stosu usuwal |k| najwyzszych
symboli i wymieniat je na |K| najnizszych symboli stosu drugiego (rys. 9).

TRETEEL o7 [FEERRRTe o7
L 2R 4 ¢+ e
JEgameel® *1  sddgegslt ¢
- >
TN, 3% ((eSR
Wlosowane ¢ ’
R N B - L R

Rys. 9. Przyktad wytwarzania polaryzacji w stosach kart (dla pomieszczenia rysunku na stronie
zrezygnowatem z rysowania 52 kart, ich liczba jest mniejsza, ale wystarczajaca do zrozumienia
idei. Po wylosowaniu trgjki, wiemy, ze z gérnego stosu usuwamy 3 najnizsze karty i wymieniamy
na 3 najwyzsze karty stosu drugiego

Po takiej operacji, obydwa stosy kart byty spolaryzowane: jeden z nich gene-
rowal szeregi o czesciej wystepujacych krokach dodatnich, drugi — o czgsciej
wystepujacych krokach ujemnych. Gdybysmy uzyli jednego z takich stoséw do
generowania szeregu polozen ruchu Browna, uzyskalibySmy ruch Browna
z dryfem™, lecz bez efektow pamigciowych (nie ma tu zaleznosci w generowa-
niu kolejnego dodatniego stanu od tego, czy poprzedni byt dodatni, a raczej
wystepuje stala tendencja kierunkowa ruchu). W takim ruchu zmieniatoby sie
srednie polozenie czastki Browna, lecz wariancja wokot tego (ruchomego) po-
ozenia $redniego rostaby normalnie (proporcjonalnie do t).

Rys. 10. Przetozenie kart. Stos potasowanych kart dzielimy i notujemy przetozona kartg

14 . . , e, . .
8 Tzn. ze zmienng w czasie wartoscia $redniego potozenia.
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Aby wygenerowacé szereg czasowy z pamigcia, Hurst dotozyt do roboczego
stosu dzokera. Po wylosowaniu dzokera biezacy stos przestawat by¢ uzywany
do generowania dalszych przyrostéw i przeprowadzana byta procedura losowa-
nia nowego stosu roboczego (znéw z potasowanej talii losowana byta liczba,
a nastgpnie z podzielonej na pot talii, w jednej potowie usuwane byto k najniz-
szych kart i wymieniane na k najwyzszych z drugiej potowy). W trakcie uzyt-
kowania konkretnego stosu szereg czasowy wykazywat tendencj¢ do ruchu
w jedng strong, lecz po wyciagnigciu dzokera i zmianie stosu na nowy, ten-
dencja ruchu mogta si¢ odwrocic. W efekcie, srednie potozenie w tym proce-
sie pozostawato zerowe, natomiast zmiany zasiggu potozenia czastki opisanej
tym ruchem rosty jak t7 z H = 0,72 (moje obliczenia daty wynik $redni po 20
probach dla szeregéw o 1000 elementach H = 0,76 + 0,05, metoda regresji
liniowej lub H = 0,70 + 0,02 metoda ,,érodkéw ciezkosci” Hursta?).

Omowione do§wiadczenia z kartami postuzyly Hurstowi do generowania
mozliwych przebiegow czasowych na Nilu i analizy dziatania zbiornika Asuan-
skiego oraz wypracowania regut wypuszczania wody z tamy Asuanskiej. Tylko
w ten sposob mogt sprawdzi¢ teoretycznie dzialanie regut i ewentualnie skory-
gowac je tak, aby nie nastgpita klgska suszy.

Algorytm obliczania wykladnika Hursta

W uzupehieniu artykutu chciatbym przedstawi¢ algorytm obliczania wyktadni-
ka Hursta. Mozna go podzieli¢ na kilka etapéw. Dla zadanego przedzialu czasu
o dtugosci n, obliczamy $rednig dtugo$¢ kroku <x>, nastepnie z szeregu anali-
zowanych krokow x budujemy szereg z, w ktorym kroki majg wielko$¢ po-
mniejszong o <X>, tzn. z; = X;— <x>. Z krokéw z; budujemy nastepnie trajekto-
ri¢ y ruchu Browna o zerowym $rednim przyroscie (Yi = z; + 2, +...+ z;, i <n),
ktora ma swojg warto$¢ najwigksza Ynax Oraz najmniejsza Ymin. Za zasieg ruchu
dla tego n przyjmujemy R = Yax — Ymin-

Zasieg ten nastgpnie normujemy wzgledem odchylenia standardowego
o, = S, krokow szeregu z, uzyskujac R/S (n)*°. Dysponujac wartosciami R/S (n)
dla przedzialow czasowych o réznych dtugosciach, mozemy je zlogarytmo-
waé i dokonaé regresji liniowej”® wyznaczajac wykladnik Hursta z rownania
log (R/S(n)) =Hlogn+ C.

Na potrzeby praktycznego obliczania wyktadnika Hursta trzeba powyzsza
procedure zaimplementowac tak, aby nie obcigza¢ nadmiernie komputera i wy-

1% Uwaga o notacji: R/S (n) oznacza tutaj stosunek R/S dla dlugosci przedziatu n, jest to funk-
cja [R/S](n). Nie nalezy mysle¢, ze jest to iloraz statego R przez S zalezne od n.
Hurst ze wzgledu na trudnosci obliczeniowe (w czasach bez komputeréw) nie wykorzysty-
wal regresji liniowej, a zamiast tego obliczat §rodek cigzkosci zlogarytmowanych wartosci R/S
i znajdowat wspotczynnik kierunkowy prostej, taczacej go z punktem n =2, dla ktérego R/S
wynosi 1. By¢ moze to jest powod wystepowania réznicy migdzy wyktadnikiem, uzyskanym
przez Hursta w doswiadczeniach karcianych, a moimi symulacjami.
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ciagna¢ z szeregu jak najwigcej informacji. Btedem osoby poczatkujacej, zaboj-
czym dla szybkosci obliczen mogloby by¢ liczenie z definicji wszystkich kolej-
nych wartosci szeregu Y, (w podwojnej petli) co powoduje kwadratows ztozo-
nos$¢ procedury wzgledem liczby probek w szeregu (zamiast liniowej). Drugim,
czesto popelianym bledem jest niepelne wykorzystanie szeregu czasowego.
Obliczanie zasiggu R; dla matych czasow procesu (t < ty. /2) mozna wykony-
wac na wiecej niz jednej probce. Mianowicie, jesli t < ntn,, to mozemy badany
szereg podzieli¢ na n roztgcznych podszeregéw i mozemy policzy¢ R, dla kaz-
dego z nich, na koniec usredniajac wynik. W ten sposob uzyskujemy skalowa-
nie, ktore jest mniej zalezne od konkretnej realizacji szeregu czasowego.

1. Wczytaj szereg czasowy X,

2. Npip=2

3.Dla k od ng, do n wykonaj:

petla obliczajaca R/S dla kolejnych diugosci
prébki k

1.R,/S:=0

2.Dla ko od 0, nie dalej niz do n-k, z krokiem k+1 wy-

o©

o
°

o©°

o

%

o

%%% Petla wykorzystujgaca calta diugos¢ prdbki
%$%% do usredniania R/S dla maiych k
1. nprébZI
2.z = generuj z(X,ke, k)
3.y = generuj y(z,k,max_y,min y)
4.8% = oblicz wariancje(z)
5.Je$li S = 0 lub max y = min_y
to pomin reszte petli
6. R/Sk=R/Sk+ (max_y-min_y)/S
7. npréb=nproéb+1
3.Je$li npréb>1 to R/Sk=(R/Sk)/nprdb, wagalk]l=nprdb
4. W przeciwnym wypadku nmin=nmin+l
%$%% (bo nie da sie dla tego n wyznaczy¢ log R/S)
4. Dopasuj do zlogarytmowanego szeregu prosta
1og(Ry/Sy)=H log(k)+Const [dla ke (ngin,n)]
$%%pamietaé¢ nalezy w tym dopasowaniu o wagach punktéw
%%%regresji wagalk]: punkty dla mniejszych k sa wyzna-
czone
$%%z mniejsza niepewnoscia (sa usrednione)
5. Zwrd¢ wartosé H

Procedura generuj z(x, kg, k)
1.<x>=0

2.dla t od ko do kogtk wykonaj:
1. <X>=<X>+X¢

3. <x>=<x>/k

4.dla t od kg do kotk wykonaj:
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1. Ziopo=Xe—<X>
5. zwrb6¢é wektor z

Procedura generuj y(z,k,max_y,min_y)
1. yo=max_ y=min y=0
2.dla t od 1 do k wykonaj:
1. Ye=Ye-1tXea
o, Jesli y>max y to max y=y:
3, Jesli y<min y to min_ y=y:
3. zwrd6é wektor y

Procedura oblicz wariancje(z,k)
1. <z%>=0 B

2.dla t od 0 do k wykonaj:

1. <z%>=<z®>+77,

3. <z?>=<z?>/ (k-1)

4. zwrbdé wartosé <z?>

Uzyskana w tym algorytmie wartos¢ H wykazuje znaczng zmienno$¢ w za-
leznosci od konkretnej realizacji szeregu czasowego i warto jg usrednié przy-
najmniej dla kilku takich realizacji, szacujac przy okazji odchylenie standardo-
we wyniku?.

Podsumowanie

Analiza szeregow czasowych pokazuje, ze nie wszystkie szeregi czasowe
0 nieprzewidywalnym przebiegu sg catkowicie losowe. W naukach przyrodni-
czych przyktadami takich szeregdw sg roczne przeptywy wody w rzekach, od-
stepy miedzy stojami drzew, czy roczne ilosci opadow deszczu. Szeregi o po-
dobnych wlasno$ciach mozna tez odnalezé w ekonomii dla kursow akcji lub
walut. We wszystkich tych procesach mozna czesto dopatrzy¢ si¢ pamieci, ob-
jawiajacej sie trwaloscig (ang. persistency) lub jej przeciwienstwem (ang. anti-
persystency) przebiegu czasowego, tzn. zwigkszong (w stosunku do procesu
losowego o przyrostach niezaleznych) tendencja do podtrzymywania krokow
0 zadanym kierunku lub do wykonywania krokéw przeciwnych.

Modelowanie takich szeregow czasowych dla potrzeb praktycznych (jak np.
opracowywanie regul spuszczania wody z zapory czy strategii inwestowania na
gietdzie) musi uwzglednia¢ efekty pamigci. Metoda Hursta bylo wykorzystanie
talii kart i efektu dzokera. Obecnie znamy pewne ograniczenia takiego modelu
i szeregi o powiekszonych wartosciach wyktadnika H modelujemy za pomoca
utamkowego ruchu Browna (ang. fractional brownian motion). Omoéwienie tego
zagadnienia wykracza poza ramy niniejszego artykutu i odsytam zainteresowa-
nych czytelnikow np. do ksigzki Federa podanej w literaturze.

21 . 'y .. . . .. .
Sama niepewnos¢ regresji (wyznaczona dla konkretnej realizacji procesu losowego) jest tu-
taj mato zwigzana z rzeczywistg niepewnoscia oszacowania H.
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Zaprezentowany w artykule formalizm i metodologia Hursta analizy szere-
gow czasowych w niektorych fragmentach oméwiony jest dosyé szczegotowo.
Wiele z tych informacji bardzo trudno odnalez¢ w literaturze i dlatego warto je
zamie$ci¢ w jednym, tatwo dostgpnym miejscu. Szczegoty (zawarte w dodat-
kach i przypisach) mozna oczywiscie w pierwszym czytaniu poming¢, a pozo-
stata tres¢ powinna by¢ zrozumiata nawet dla czytelnikéw mniej zaawansowa-
nych matematyczno-fizycznie.

Dodatek 1

O relacji miedzy ruchami Browna a ré6wnaniem dyfuzji
Najprostszy model ruchéw Browna to bladzenie przypadkowe, ktore w jednym
wymiarze traktuje czgstke Browna jako wykonujacg z rownym prawdopodobien-
stwem pojedyncze skoki w lewo lub w prawo (pod warunkiem braku sit zewnetrz-
nych). Jest to pewne przyblizenie prawdziwej czastki Browna, ktéra moze wyko-
nywac skoki o dlugosci generowanej z rozktadu Gaussa, ale suma wielu skokow
jednostkowych daje efektywnie wiasnie rozklad gaussowski, wigc gdyby$my
przyjeli krok czasowy rowny np. 100 iteracjom bladzenia przypadkowego, to su-
ma 100 krokow jednostkowych, sktadajgca si¢ na efektywny krok makro-iteracji
bedzie z dobrym przyblizeniem gaussowska.
Propagacja gestosci takich czastek opisywana jest tzw. rownaniem master:
W(X,t+5t)=p-w(x—éx,t)+q-w(x+5x,t) @)
wyrazajacym fakt, ze gestos$¢ czastek w punkcie X w chwili t + df rowna jest sumie
potowy gestoSci czastek z punktu X + dx oraz potowy gestosci czastek z X — ox
(pozostata potowa przeskakuje w kierunku przeciwnym do punktu x). W réwnaniu
tym p i q oznaczaja prawdopodobienstwa skokow w prawo i W lewo i dla zwyklej
dyfuzji sa one rowne %2. Réwnanie (a) mozna rozwina¢ w szereg Taylora wzgle-
dem potozenia (do wyrazu kwadratowego) 1 wzgledem czasu (do wyrazu liniowe-
£0), uzyskujac ostatecznie (dlap = q = '%):

2
W(X,t)"'@ét=(p-l-q)w(xyt)-i—(q—p)%ﬁx—{—p_-'-qa_wéxz
ot ox 2 ox? 0
aw_ o ow ©
ot 25t ox?

wiec rownanie dyfuzji z wspotczynnikiem dyfuzji D = lims_g, 50 ox?1216t.

Dodatek 2

Wyprowadzenie wzoru na liczbe kombinacji odchodzacych w pewnym mo-
mencie na odleglos¢ h od poziomu wyjsciowego

Przed przystapieniem do wyprowadzania wzoru, nalezy zapozna¢ si¢ z graficzna
reprezentacjg probleméw kombinatorycznych, zwigzanych z rzucaniem monety.
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Na rys. 11 znajduje si¢ ptaszczyzna, na ktorej kroki w prawo odzwierciedlaja zy-
ski (np. wyrzucenie orla), a kroki do gory straty (np. wyrzucenie reszki). Rozpa-
trujac proces, w ktorym liczba zyskow i strat jest robwna N, na plaszczyznie anali-
zujemy S$ciezki, ztozone z odcinkéw poziomych i pionowych, rozpoczynajace si¢
w punkcie O, a koficzace w punkcie V.

\4 P

n T » L J

1 Ny i K

17T A I

h—1.° L
! K k

—h - =
B o n m

Rys. 11. Plaszczyzna rozpatrywana przez Whitwortha w jego rozwazaniach kombinatorycznych.
Orzet odpowiada krokowi w prawo (zysk), reszka odpowiada krokowi do gory (strata). Przery-
wang linig zaznaczona przykladowa trajektoria, rozpoczynajaca si¢ w lewym dolnym rogu
ekranu, a konczaca si¢ w prawym rogu u gory. Zaznaczone tez sa punkty potrzebne w dalszych
rozwazaniach

Na tej plaszczyznie interesuje nas obecnie okre$lenie liczby Sciezek, ktore przy-
najmniej raz dochodzg do przekatnej h (jedna taka $ciezka narysowana jest linig
przerywang). Zanim bedziemy gotowi przeanalizowaé ten problem, potrzebujemy
pewnego wyniku pomocniczego, mianowicie wzoru na liczbe kombinacji
Crmn — Jmn, ktora w procesie o m zyskach i n stratach® okresla liczbe realizacji
takich, ze straty w pewnym momencie sg wigksze niz zyski (Cp, = (m + n)l/ml/n!
jest zwyktym symbolem kombinacji m + n rzutdéw na m zyskow i n strat, a symbo-
lem Jn, oznaczamy kombinacje w ktorych korzysci zawsze sg wigksze od strat,
tzn. przebiegajace pod przekatng OV). By wyznaczy¢ kombinacje, ktore w jakims
punkcie (oznaczymy go K) przecinajg przekatng po raz pierwszy, startujemy na
ptaszczyznie z punktu O i pod przekatng dochodzimy do punktu K (Jx x kombina-
cji). W punkcie K wymuszamy przeciecie przekatnej skokiem do punktu x
(1 kombinacja) i nastgpnie w dowolny sposob przechodzimy z x do P (C_y _«

kombinacji). Na wszystkie kombinacje przecinajace diagonalg, Cy, , — Jmn, sktada-
ja sie kombinacje przecinajace przekatne po raz pierwszy w kazdym punkcie K
z zakresu [0,n— 1] (punkt n odpada, gdyz potrzebne jest miejsce na jeden krok
w gore). Tym sposobem:

22 Rozwazamy taki pomocniczy ogdlniejszy proces (choé w interesujacym nas przypadku
m =n), gdyz w toku rozumowania bedziemy musieli osobno operowa¢ na indeksie m oraz na
indeksie n (przej$cie miedzy réwnaniami (b) — (b")).
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n-1
Cm,n - Jm,n = Z JKCm—K,n—K—l (a)

K=0

Sume te¢ mozna w zwarty sposob zapisac, ukladajac rownanie na wszystkie moz-
liwe realizacje procesu zaczynajacego si¢ w O i konczacego si¢ w P. W tym celu
z punktu O biegniemy nad przekatng do K (Jx kombinacji, symetrycznie jak
w przypadku przebiegu pod przekatna), potem z K do k (1 kombinacja) i z k do P
(Ch_k-nk kombinacji). Poniewaz w ogélnosci trajektoria z O do P moze prze-

kroczy¢ przekatng w dowolnym punkcie K, suma tym razem przebiega od K =0
do K = n wigcznie, tj:

n
z ‘] KCm—l—K,n—K = Cm,n (b)
K=0

Suma (b) r6zni si¢ od (a) w zasadzie tylko punktem odejmowania jedynki w kombi-
nacji. Jesli w rownaniu (b) zastapi¢ wskazniki wartosciamim —-m+21in—n-1
(czyli rozpatrzy¢ trochg inny problem kombinatoryczny), to uzyskamy bardziej
przydatna relacje:

n-1
z I Ciknk1=Crirna (D)

K=0
Poréwnujac (b') i (a), uzyskujemy

_ _ (m+n)t _(m+n)! n _ q
_Jm'“_Cm“*“’l_(m+1)!(n—1)!_ mint m+1 m+d | ©

Uzbrojeni w ten wynik, spogladamy jeszcze raz na rysunek. Teraz mozemy zapy-
taé o istote problemu: ile kombinacji przy m zyskach i n stratach (punkt poczat-
kowy O, koncowy P) odbiega od zera na odlegto$¢ h. Geometrycznie problem ten
oznacza dotknigcie lub przeciecie przekatnej h, np. w punkcie L. Rozpatrujac rea-
lizacje procesu, ktora po raz pierwszy dotyka tej przekatnej w punkcie L, mamy
dang droge O — A, ktorg nalezy pokona¢ pod przekatng h (zastanowimy si¢ zaraz
nad liczbg kombinacji), nastepnie droge 4 —L (jedna mozliwa kombinacja) oraz
pozostaty (dowolnie wybierang) droge L —P (C,,_, ,_, _, kombinacji).

Liczbe kombinacji O — 4 mozna wydedukowa¢, rozpatrujac realizacje w przeciw-
nym kierunku, A — O. Nieprzecinanie przekatnych oznacza woéwczas, ze straty nie
mogg by¢ wieksze niz zyski przy (L + h — 1) zyskach i L stratach. Na mocy (c)
(i odpowiednio dobranych osi uktadu wspotrzednych, podanych na rys. 11) takich

kombinacji jest
J = 1——L C [ C (d)
L+h-1,L L ' h L+h-1,L L ' h L+h-1,L

Dla pojedynczego L mozemy wiec napisaé liczb¢ kombinacji przecinajacych
przekatng w tym punkcie jako:
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h
h = mCL+h—1,LCm—L,n—L—h (e)

Poniewaz punkt pierwszego dojscia do diagonali obejmuje L z przedziatu (0, n — h),
catkowita liczba kombinacji jest sumg liczby kombinacji dla pojedynczego L.:

n—h n-h h
Ny=> Ny => ——Ciin1Crtnn )
~ L ~ L+h L 1,L~m-L,n-L

Aby znalez¢ zwartg posta¢ powyzszej sumy rozpatrujemy inny proces, ktory okre-
$lony jest tym samym wyrazeniem. Tym procesem jest losowanie rozpoczynajace
si¢ w punkcie F, a konczace si¢ w P. Calkowita liczba kombinacji w takim proce-
sie (nstrat, m + h zyskéw) to C, ., ale mozna ja wyrazi¢ réwniez w inny spo-
sOb. Kazda realizacja musi przekroczy¢ diagonalg O — V i jesli takie przekroczenie
nastepuje w punktach K — Kk, to mozemy przy tym warunku napisa¢ liczbe kombi-
nacji jako:

K h+1
JiankCnk-1nk = [(1_ ijK+h,K :|CmKl,nK = mCK+h,KCm—K—1,n—K
)

gdzie czynnik w nawiasie kwadratowym wyraza kombinacje na dojScie do punktu
K przekatnej bez jej przecinania (z uzyciem relacji (c) dla trajektorii K —F, zob.
osie w punkcie K na rys. 11), skad nastepuje przejscie do k (przeciecie przekatnej),
a czynnik poza nawiasem wyraza kombinacje przejscia od punktu k do P (z uzyska-
niem m — K —1 zyskéw i h — K strat). Suma (g) od K = 0 do n (dopuszczamy prze-
cigcie przekatnej w dowolnym punkcie) daje ostatecznie

L h+1
Coon=)> ———CrC v 1 (h)
m+h,n éK"‘h"‘l K+h,K™~m-K-1,n—-K

Aby powyzszy wzor sprowadzi¢ do postaci (f) podstawiamy h — h—1,n— n—h,
m — m + 1, uzyskujac:

< h :
Crenn = 2. ——CrunaxConknr_ (i)
m+h,n KZ:;)K"'h K+h-1,K ~¥m-Kn-K-h

co poréwnane z (f) daje ostatecznie:

N, =C

m+h,n (J)
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Dodatek 3

Graficzne wrysowanie ukladu wspotrzednych, w ktorym realizacja procesu
losowego ma Sredni przyrost rowny zero

-i88

Rysunek 12. Graficzna konwersja uktadu wspoirzednych dla przebiegu o $rednim przyroscie
réznym od zera do postaci rozwazanej przez Hursta. Laczymy linig prosta konce przebiegu i ta
ukosna linia jest nast¢pnie punktem odniesienia do wyznaczania maksymalnego odej$cia w gore
lub w dot (od tej linii). Porownaj z rys. 6 (aby wyrazniej pokaza¢ mysl, przebieg wykazuje tu
pamie¢¢ i chwilowg tendencj¢ kierunkows).

Dodatek 4

Zwiazek wykladnika Hursta z wymiarem fraktalnym szeregu czasowego
Wykorzystam tu heurystyczne rozumowanie Mandelbrota. Przyjmijmy ruch
Browna o wyktadniku H, w ktérym czgstka przeskakuje w okresie At na odlegltosc
R/S = a At™. Dla uproszczenia rozumowania ustalimy a = 1, gdyz ten staty wspot-
czynnik nie ma znaczenia dla wymiaru fraktalnego. Spogladamy na rysunek 13.
Na tym rysunku probujemy pokry¢ przebieg czasowy pudetkami o dlugosci boku
rownej 100. Z definicji R/S spodziewamy si¢, ze w okresie 100 jednostek czasu,
trajektoria z ustalonej warto$ci ,,rozmywa si¢” na 100" jednostek w pionie. Wobec
tego liczba pudelek koniecznych do przykrycia takiego fragmentu wyraza si¢ polem
powierzchni, zajmowanym przez wykres podzielonym przez pole powierzchni pu-
delka, tzn. n = (100" - 100)/100% = 100™™. Na calej dhugosci szeregu musimy Wyko-
rzysta¢ AtnadAt = 10 przedziatow, uzyskujac 10 - 100™ pudetek.
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Rys. 13. Rysunek do obliczania wymiaru pudetkowego dla przebiegu czasowego o zasiggu
opisywanym wyktadnikiem Hursta

Rozwazajac bardziej ogolnie, mozemy catkowity przedziat Aty pokry¢ podprze-
dziatami o boku & Atya. W takim 'Erzypadku w obrebie pojedynczego podprze-
dzialu zasieg pionowy narasta do " Atya . Powierzchnia zajmowana przez wy-
kres w poLedynczym podprzedziale wyniesie zatem Srednio (6" Atpad )6 Atpay =
™ Atpax . Wyznaczenie liczby potrzebnych pudelek wymaga podzielenia tej
powierzchni przez powierzchni¢ pudetka (¢ A'[max)2 1 przemnozenia przez liczbg
podprzedzialéow (1/€), dajac ostatecznie N = Atpa '+ &2 Z definicji wymiaru
fraktalnego D wiemy, ze liczba pudetek pokrywajacych obiekt (krzywg) powinna

zaleze¢ od rozdzielezosei ¢ jak n~¢g P, gdzie D to wymiar fraktalny, zatem
D=2-H.

Wymiar fraktalny czesto kojarzony jest z samopodobienstwem obiektu, rozumia-
nym jako fakt bycia skonstruowanym z mniejszych kopii samego siebie. W przy-
padku trajektorii czgstki Browna mozna powiedzie¢, ze w kazdym podprzedziale
¢ At trajektoria posiada statystycznie te same wiasnosci co przeskalowany do jej
wymiardw przebieg calkowity (samopodobienstwo statystyczne). Wspél’rzgdna
czasowa jest przy tym jednak skalowana przez inny czynnik niz zasieg R ~ ¢ ', bo
przez & w pierwszej potedze. Przypadki zbioréw ,,samopodobnych”, w ktorych
obiekt jest skalowany z réznymi wspolczynnikami na réznych osiach nazywamy
»,Samoafinicznymi” i to okreslenie nieodzownie Spotyka si¢ w literaturze zwigza-
nej z analizg szeregéw czasowych.

Geometrycznie zwiazek D = 2 — H mozna interpretowaé moéwiac, ze dla niskich
wyktadnikow Hursta (H = 0), przebieg naprzemiennie generuje kroki dodatnie
i ujemne, a trajektoria generowana na wykresie czasowym przypomina ptaska
wstege (wowczas D = 2 — 0 = 2). Z kolei dla bardzo wysokich wyktadnikow,
oscylacje prawie nie istniejg i szereg sktada si¢ z krokow niemal wylgcznie dodat-
nich (lub po zmianie tendencji: niemal wylacznie ujemnych), zakreslajac dobrze
widoczng, jednowymiarowg lini¢ (D = 2 — 1 = 1). Dla posrednich wyktadnikow
Hursta wystepuje sytuacja przejsciowa miedzy pelnym wypetieniem wstegi lub
jednowymiarowg linia.
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Podzi¢ekowania

W nadaniu ostatecznego ksztattu tego artykulu znaczng pomoca wykazal si¢
mgr inz. Krzysztof Pawelek, ktory kilkakrotnie sprawdzat maszynopis i dzielit
si¢ waznymi merytorycznymi uwagami.
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oakwn

Polecam szczegdlnie pozycje pierwsza, cho¢ trudna do zdobycia, to jest
osiagalna nawet w Polsce (przez katalog miedzybiblioteczny Karo), w odr6z-
nieniu od klasycznej pracy Hursta z 1951. Jesli kto§ ma ochote zrozumie¢ pod-
stawy kombinatoryczne w szerszym zakresie niz podany tutaj, to polecam
(trudng) pozycje 2. Pozycja 3. podaje zwigzek migdzy wymiarem fraktalnym
szeregu czasowego i wyktadnikiem Hursta (s. 237). Pozycja 4 referuje zwiezle,
prostym jezykiem wyniki Hursta i Mandelbrota. Dostrzegajac ograniczenia
modelu karcianego, autor omawia generowanie przebiegéw o anomalnym wy-
ktadniku Hursta za pomoca utamkowych ruchéw Browna. Pozycja 5. jest pod-
recznikiem dla ekonomistow i zostata napisana przez jednego z klasycznych
autoréw zwigzanych z fraktalng analizg rynku. Zawiera czytelne wprowadzenie
historyczne oraz opis algorytmu obliczania wyktadnika Hursta. Pozycja 6 dys-
ponuje przyzwoitym rozdzialem z wprowadzeniem do analizy R/S dla ekono-
mistow.



