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O ciezarkach na bloczku
z uwzglednieniem masy nici
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Rozwazmy klasyczne zadanie szkolne z dwoma ci¢zarkami zawieszonymi na
nici przerzuconej przez bloczek, zilustrowane na rysunku la. Taki uktad jest
nazywany spadkownicg (lub maszyna) Atwooda i zostat skonstruowany w 1784
roku przez George’a Atwooda celem wykonania eksperymentu weryfikujgcego
prawa ruchu jednostajnie przyspieszonego. Obecnie maszyna Atwooda jest
uzywana do celéw dydaktycznych, demonstrujacych ruchy przyspieszone
z przyspieszeniem dowolnie mniejszym od przyspieszenia ziemskiego g.

Celem zadania jest obliczenie przyspieszenia ci¢zarkow. W najprostszym
przypadku, gdy masa bloczka m = 0, tatwo znalez¢ odpowiedz postaci

_ m —-m,
= m 9 )

gdzie zatozylismy bez straty ogélnosci, ze m, >m,. W nieco rozbudowanej

sytuacji, gdy mamy niezerowa mas¢ bloczka, trzeba uwzgledni¢ réwniez fakt,

ze ma on moment bezwladnosci | =%mr2, gdzie

r jest promieniem bloczka. Wtedy niewiele trud-

niejszym do znalezienia rozwigzaniem tego zada-
nia jest

m, —m
a=—"Tt_g. @)
m, +m, + E m

Kierujac 0§ Ox w dot oraz umieszczajac jej

poczatek na wysokosci srodka bloczka, polozenie

cigzarka o m; w zaleznosci od czasu znajdziemy

ze znanego wzoru opisujacego ruch jednostajnie
przyspieszony:

at?
X(t)="F—+ 3
(1)=5+L, 3)
gdzie L, to poczatkowe potozenie. Jak bedzie ‘ Sip b,
jednak wygladato zachowanie takiego uktadu, jesli Hmeopie Balmaigive
masa liny m, bedzie niezerowa? Spadkownica Atwooda, 1905 r.

(zrodto:Wikipedia)
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Wtedy sity napigcia liny przytozone w punkcie zaczepienia cigzarka i w miej-
scu, gdzie lina odrywa si¢ od bloczka, nie sg takie same (rys. 1b). Sita napigcia
N, jest wywotana sila grawitacji dzialajaca na mas¢ m,, zas sita napigcia N, —
na mase cigzarka oraz masg liny o dtugosci L, . Analogicznie bedzie dla cigzar-
ka 0 masie m,. Mamy wigc cztery rozne sily napiecia liny, a nie dwie, jak
w przypadku liny niewazkiej. Znajdzmy wigc najpierw réwnania ruchu uktadu
masmy, m, m, i m.
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Rys. 1a. Sity napigcia dla liny niewazkiej ~ Rys. 1b. Sily napiecia dla liny o niezerowej masie

Niech nasza lina ma catkowitg dlugos¢ L. Sktada si¢ na nig suma dtugosci
poszczegdlnych odcinkow:

L=L +L,+zr. 4)
Oczywiscie L, jest zalezne od L, i vice versa:
L =(L—7zr)-L=L"-L,. (5)

Nazwijmy L' dlugoscia zredukowang liny. Przyjmijmy réwniez, ze gestosé
. . m, . . .
liniowa liny p= TO jest stata. Podzielmy nasz uktad na pig¢ poduktadéw: dwa

cigzarki, dwie liny i bloczek. Na mocy drugiej zasady dynamiki Newtona row-
nania ruchu dla cigzarkow i bloczka sg takie same jak dla przypadku niewazkiej
liny:

mg-N, =mga, (6)
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N3 —-m,g=m,a, (7)
r(Nz—N4)=I5=%mr2; £, (8)
a=re, 9)

gdzie | jest momentem bezwladnosci krazka o promieniu  za$ & jest jego
przyspieszeniem katowym. Przyjmujac N, =N, oraz N, = N, dostaniemy, po
rozwigzaniu powyzszego ukltadu roéwnan, Uproszczony wzor na przyspieszenie
postaci (2) dla liny niewazkiej. Jednakze w naszym przypadku musimy zapisac
jeszcze dwa réwnania ruchu: po jednym dla kazdej liny. Sg one nastepujace:

N, —N, +pLg=plLa, (10)
N, —N; —pL,g=pLsa, (11)

gdzie pl; jest masa odpowiedniego kawatka liny. Mozemy teraz rozwiazaé¢
uktad rownan (6)—(11), zeby znalez¢é warto$¢ przyspieszenia a. Z roéwnan (6),
(7), (10) i (11) wyznaczamy sity napigcia liny, wstawiamy tak obliczone warto-
sci do (8) oraz korzystamy z (9), zeby wyeliminowaé r . Wyrazenie, jakie osta-
tecznie otrzymujemy, jest nastepujace:

m )
T°(2L1—L)+ml—m2
a= - 1 g. (12)
—LLHm+m,+=m
L 2

Jesli podstawimy w tym miejscu Mg = 0, to otrzymamy wzor na przyspiesze-
nie (2), czyli nasze rozwigzanie poprawnie redukuje si¢ do przypadku prostsze-

go.
Chcemy nastepnie znalez¢ zalezno$¢ drogi od czasu dla ciezarkow porusza-

jacych si¢ z powyzszym przyspieszeniem. Ostatni wzor wyprowadzilismy dla
dowolnego potozenia L, . Przyspieszenie a jest zatem proporcjonalne do poto-
zenia; przyspieszenie w ogdlnosci za$ jest druga pochodng potozenia po czasie.
Mamy wigc nastepujace rownanie rdzniczkowe:

X=ax+pf, (13)

gdzie « i S sa odpowiednio wspotczynnikiem przy L, oraz wyrazem wolnym
we wzorze (12). Rozwigzaniem tego réwnania jest ponizsza funkcja:

x(t):A-e"ﬁ‘t +B.e3t —g, (14)
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gdzie A i B to state catkowania. Mozna je wyznaczy¢ naktadajac warunki
poczatkowe, na przyktad tak, by w chwili t =0 ci¢zarek o masie m, byl w po-
tozeniu X, oraz by predkos$¢ poczatkowa wynosila zero. Dostajemy z tego, ze

A=B oraz
1 B
A== X +—=|. 15
{8) w
Po wstawieniu do réwnania (14) rozpoznajemy definicj¢ cosinusa hiperbo-
licznego, co pozwala funkcj¢ potozenia zapisa¢ w zwartej postaci jako

x(t):(x0+£jcosh(«5) _bB (16)

(24 (24

Co si¢ stanie, jesli bedziemy chcieli przy uzyciu wzoru (16) rozpatrzyc
przypadek, gdy lina jest niewazka? Zauwazmy, ze przyspieszenie a mozna
zapisac jako funkcj¢ homograficzna:

a=MbL*C (17)
Dm, +E

gdzie C, D i E sa oznaczeniami na odpowiednie grupy statych we wzorze
(12). Zatem potozenie my = 0 daje przyspieszenie statle w czasie, co jest rowno-
znaczne z przyjeciem o =0 we wzorze (13). Jesli jednak wstawimy o =0 we
wzorze na polozenie (16), to poniewaz coshO=1, dostaniemy X(t) =X,, czyli
cigzarki nie bedg si¢ poruszaé!

Ta pozorna niespdjno$¢ wynika z faktu, ze inaczej rozwigzuje si¢ rOwnanie
rozniczkowe (13) jesli o rowna si¢ zero, a inaczej gdy wielkos¢ ta jest niezero-
wa. W pierwszym przypadku rozwigzanie sprowadza si¢ do dwukrotnego cal-
kowania, dzieki czemu uzyskujemy, zgodnie z oczekiwaniami, polozenie ciata
W ruchu jednostajnie przyspieszonym jako funkcj¢ kwadratowa czasu. W dru-
gim przypadku jednak, Zzeby uzyskaé¢ rozwigzanie w postaci (14), zatozyliSmy
pewna forme rozwigzania tego rownania. Nasze zatozenie byto oparte na fakcie,
ze o nie byla robwna zero i nie obejmowalo zerowania si¢ parametru o. Jest to
sytuacja analogiczna do rozwigzywania algebraicznego rownania kwadratowe-

go: ax’+bx+c=0. W przypadku a=0 réwnanie staje si¢ liniowe,

0 pierwiastku wynoszacym X = s Jesli za§ w rozwigzaniach réwnania kwa-

b+A

dratowego X =— %A 4 damya=0, to otrzymamy symbole nieoznaczone %

-2b . . S, .
oraz 5 poniewaz wzory na pierwiastki rownania kwadratowego sa stuszne
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tylko dla przypadku a = 0. Podobna sytuacja ma miejsce z rozwigzaniem row-
nania (13). Wybierajac metodg rozwigzywania dla przypadku « #0 nie pozwa-
lamy, zeby rozwigzanie miato posta¢ funkcji kwadratowej, wigc nie mozemy
si¢ jej spodziewaé w wyniku.

Na rysunku 2 zamieszczono wykresy dwoch zaleznosci potozenia cigzarka
0 masie m, : kwadratowej, uzyskanej przy zalozeniu m, =0, oraz hiperbolicznej

dla przypadkum, >0. Wykresy zostaly wykonane dla stosunku mas
m:m, :m,:m, jak 2:1:0,5:0,02.

t

Rys. 2. Zaleznosci drogi od czasu przy spadku cigzarka zawieszonego na linie niewazkiej
i 0 niezerowej masie

Zgodnie z intuicjg cigzarek w ruchu z niezerowa masg liny porusza si¢ szyb-
ciej niz gdyby lina byla niewazka. Jednakze dla rzeczywistych wartos$ci wszyst-
kich parametrow ta rdéznica jest dosy¢ niewielka, cho¢ mierzalna. George
Atwood w swym eksperymencie przyjal, ze zar6wno ni¢, jak i bloczek sg nie-
wazkie, co bynajmniej nie przeszkodzito mu uzyska¢ zadowalajacych wynikow.



