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Komputery i los (I)
Jerzy Karczmarczuk
Zaktad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

Bog nie gra w kosci.
(Albert Einstein)

Kazdy, kto sqdzi, ze mozna generowac liczby losowe za pomocg algo-
rytmow arytmetycznych, jest, oczywiscie, w stanie grzechu.
(John von Neumann)

1. Wstep

Niniejsze opracowanie jest po-
$wigcone generowaniu obiektow
losowych na komputerze. ,,Obiekt”
oznacza tutaj liczby (catkowite
albo rzeczywiste), ale takze wek-
tory i inne konstrukcje wielowy-
miarowe, funkcje losowe, permu-
tacje lub inne obiekty kombinato-
ryczne, Kolory, przedzialy czaso-
we itp. Jest to bardzo wazna dzie-
dzina, o olbrzymiej liczbie zasto-
sowan, wigc mimo iz temat nie
dotyczy bezposrednio fizyki tylko
jej metod rachunkowych, moze si¢ Rys. 1. Fresk z Pompei: gracze w kosci
przyda¢ niektorym czytelnikom.

Nas oczywiscie interesujg zastosowania zwigzane z fizyka, np. symulacja zja-
wisk fizycznych lub obliczenia statystyczne, ale nie nalezy zapominaé, ze za-
kres zastosowan liczb losowych jest szerszy i obejmuje kryptografie, szereg
metod algorytmicznych (catkowanie Monte-Carlo, optymalizacje itp.), symula-
cje systeméw komunikacyjnych, synteze¢ obrazéw igry komputerowe, oraz
przetwarzanie i analiz¢ tekstow w jezykach naturalnych.

Swiat rzeczywisty, a takze §wiat gier symulacyjnych, jest ,nieokreslony”,
nieregularny i nieprzewidywalny i programy komputerowe nalezy moc dosto-
sowa¢ do zagadnien z tym zwigzanych. Problem jest jednak skomplikowany,
gdyz tak ,,naprawdg”, to nie wiemy, co to znaczy: ,losowy” [1]. Stowo los
w naszym jezyku posiada kilka kompletnie sprzecznych ze soba znaczen,
ajedno z nich oznacza catkowite przeciwienstwo nieokre$lonosci, a mianowi-
cie: przeznaczenie... Jednak zarowno filozoficzne Fatum, ktore (jesli kto$
chce...) determinuje, co si¢ z nami stanie, jak i kompletny batagan, maja jedna
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ceche wspolna: nie jesteSmy w stanie przewidzie¢, co bedzie za chwile, jaka
droge wybierze elektron albo cztowiek, przysztos¢ jest przed nami ukryta, mi-
mo iz w prostych przypadkach réwnania ruchu sprawdzaja si¢ dobrze'.

Tak wiec, mozemy chwilowo zastgpi¢ stowo ,,losowy” przez ,,nieprzewidy-
walny”. Nie odpowiada to na pytanie, dlaczego czego$ nie da si¢ przewidziec,
i co mozna racjonalnie wywnioskowa¢ z danych ,,Josowych”. Pozwala jednak
zauwazy¢, ze ,,Jlosowos¢” danych uwidacznia sie, gdy dysponujemy catym cia-
giem oraz pozwala stwierdzi¢, ze analiza statystyczna jest potgznym narzg-
dziem, ktoére okresla Sciste i doktadne parametry tych ciagdéw: Srednie, dysper-
sje, rozklady spektralne, korelacje statystyczne itp., co pozwolilo np. okresli¢
zwiazki pomiedzy termodynamika a mechanikg statystyczna. Dzigki niej stwo-
rzyli$my skuteczne narzedzia obliczeniowe takie jak metody Monte-Carlo, bez
ktorych uprawianie fizyki byloby trudne.

Dziedzina ,,Josowosci $wiata” pozostaje fascynujaca i przyprawia o bol glowy
zarowno filozofow jak i matematykow. Mozna spotkaé si¢ z twierdzeniem, ze
losowo$¢ wynika z niemozliwos$ci ustalenia przyczyn jakiego$ zdarzenia. Jest to
raczej niesciste, typowe zachowania nieregularne w fizyce wynikaja glownie
z dwoch powodow: niestabilno$¢ rownan opisujacych procesy oraz z jednocze-
snego wpltywu wielu konkurujacych przyczyn. (Dodajmy do siebie wiele roznie
wygladajacych funkcji, prawdopodobnie otrzymamy okropny batagan, funkcje
wygladajaca na losowy szum...) Obie kategorie: niestabilno$¢ i mieszanie po-
zwalaja symulowa¢ bardzo dobrze procesy losowe na komputerze, z peing
swiadomoscia, ze jest to tylko modelowanie. Nie bedziemy zajmowac si¢ praw-
dziwymi liczbami losowymi, generowanymi przez procesy fizyczne.

Artykut jest przeznaczony dla Czytelnika niebojacego sie prostych wzorow
z analizy 1 majgcego pewne pojecie o wlasnosciach prawdopodobienstw; proba-
bilistyka jest podstawowsa teoria pozwalajaca mowi¢ o zmiennych losowych.
Nie podajemy programéw komputerowych, sa one proste i krotkie.

2. Co to jest liczba losowa?

Liczba 0,75000 = 3/4 intuicyjnie ,,nie zastuguje” na miano liczby losowej. Ale
czy 0,415926535897932384626... mozna nazwac liczba losowa (powiedzmy,
w zakresie 0—1)? Wyglada ona ,,byle jak”, bez widocznych na pierwszy rzut oka
regularnosci. Mozna jednak wypowiedzie¢ teze, ze pytanie o losowos¢ jednej
liczby nie ma sensu. Jak stwierdzilismy, losowo$¢ uwidacznia sie, gdy mozemy
moéwié o rozkladzie prawdopodobienstwa, gdy mamy do czynienia z calym
ciggiem, np. ze cigg (skonczony, np. 100 000) liczb: ..., 0,53951, 0,80829,
0,28072, 0,41163, 0,43648, 0,48126, 0,01840, 0,67538, ... itd. spelnia pewne

! Nie twierdzimy, ze réwnania w skomplikowanych przypadkach si¢ nie sprawdzaja, ale dla
skomplikowanych rownan dla wielu ciat trajektorie sa niestabilne, nawet najmniejsze btedy nara-
stajg lawinowo i dokladne sprawdzenie czegokolwiek jest niezwykle trudne...
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kryteria statystyczne. Sprawdzamy, ze R - -

~ %Ny x jest bliska
0,5, ze wariancja {x?) — (x)? wynosi
ok. 1/12, co odpowiada rozktadowi
rownomiernemu na odcinku 0-1, ze
rozrzut tych liczb wyglada na losowy
(co pokazuje histogram na rys. 2), i to
fizykowi na ogot wystarczy. Moze Rys. 2. Histogram rozktadu réwnomiernego
uzy¢ tego ciggu do symulacji lub do
Monte-Carlo. (Niektére zastosowania liczb, wektorow
i funkcji losowych zostang omowione pdzniej). To, czy ciag
jest ,rzeczywiscie” nieprzewidywalny, utworzony dzigki
jakiemu$ mechanizmowi fizycznemu opartemu, np. 0 Szum
termiczny, czy jest stablicowany, czy jest wynikiem prostego
algorytmu, nie ma w zasadzie znaczenia. Testy odrdzniajace
dobre generatory od ztych sg zwykle oparte o zdrowy rozsg-
dek. Ba, o ile w kryptografii zalezy nam, aby ukry¢ mecha-
nizm generacji i maksymalnie utrudni¢ przewidzenie nastep-
Stanistaw Ulam  nych elementoéw ciggu, w technikach obliczeniowych fizyki
(1909-1984),  Korzystnym jest, aby moc dokladnie powtorzy¢ dana se-
Wys?('itrxa?;nrsgysn' kwencje lqsoqu na .inn}.fm komputerze, w innyr.n' jezyku itp.f
polskiego pocho- €0 pozwoli mie¢ wiecej zaufania do stabilnosci 1 rzetelno$ci
dzenia, wprowadzit  uzytych metod numerycznych.
do,\;'gm_gaert%dy Precyzyjne metody algorytmiczne, pozwalajace genero-
waé dlugie ciagi liczb losowych umozliwiajg zwykle prze-
rwanie generacji i jej wznowienie od punktu przerwania, co jest tez waznym
elementem statystycznej jakosci ciggu, gdy program musi by¢ wykonywany na
raty. Tak wigc, w wiekszoSci przypadkow, w ciggach liczb losowych uzywa-
nych przez fizykow nie ma nic ,,naprawde” losowego! Wygladaja one na
losowe, i to wszystko. Zwykle nazywa si¢ je pseudolosowymi, i tylko nimi bg-
dziemy si¢ dalej zajmowac.

Zanim jednak przejdziemy do prostych algorytméw generacji tych ciagow,
uczciwo$¢ nakazuje przeanalizowanie pewnego paradoksu: stwierdzilismy, ze
moéwienie o losowosci pojedynczych liczb ma mato sensu. Jednak 0,75
i 0,4159265358979... wygladajg bardzo roznie, ta druga ,,moze wyglada¢” na
losowa. Pierwsza nie, w dwojkowym uktadzie pozycyjnym ten utamek ma
ksztatt 0,1100000000... co na zdrowy rozsadek z losowoscig nie ma nic wspol-
nego. Jednak wyrazenie sin 0,75 =0,68163876002333412... jest bardziej niere-
gularne, cyfry sg rozrzucone beztadnie. Nasza poprzednia przyktadowa liczba

losowa nie zostata wymyslona, jest to 10(xw — 3,1). Mozemy wiec rozwazac lo-
sowos¢ pojedynczych liczb rzeczywistych, traktowanych jako ciggi cyfr,

Srednia (x) =
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w dowolnym uktadzie pozycyjnym. O ile liczby wymierne w dowolnym syste-
mie pozycyjnym sg utamkami okresowymi, liczby przestepne (np. m), sg ,,l0s0-
wymi” ciggami cyfr, spetniajacymi szereg testow statystycznych. Okazuje sie,
ze praktycznie wszystkie wielko§ci pomiarowe (oraz wynikajace z obliczen)
w fizyce, maja taki charakter. Swiat liczb w przyrodzie wyglada na ,,losowy”.

W teorii liczb losowych spotyka si¢ ,,definicje” (niescista) ciggdw losowych
jako takich, ktorych nie da si¢ skompresowaé. Zadna transformacja, zaden algo-
rytm odwracalny (bezstratny!) nie skroci ciggu losowego. O ile metody kom-
presji tekstow czy obrazow daja bardzo dobre wyniki, pozwalajace na kilku-
krotne zmniejszenie dtugos$ci dokumentéw na dysku lub w sieci, po kompresji
dokument wyglada jak szum i skroci¢ go powtdrnie juz si¢ nie da. Algorytmy
kompresji funkcjonujg tylko dla ciaggéw charakteryzujacych si¢ duza regularno-
$cig. Tym niemniej, ciggi otrzymywane przez proste algorytmy sg statystycznie
akceptowalne, mimo ze sam algorytm, zwykle krotki, moze by¢ traktowany
jako ,.kompresja” generowanego ciagu. Tak wigc nalezy odr6zni¢ stosowalno$¢
liczb losowych do symulacji, optymalizacji itp., od pewnych wlasnosci teore-
tycznych generowanych ciggdéw. Fizyk chcacy postugiwac si¢ generatorami
algorytmicznymi musi wykaza¢ pewng nonszalancj¢ i oderwanie od faktu, ze
jego generatory dajg wyniki w pelni przewidywalne.

Niektorzy filozofowie nauki zastanawiajg si¢ czy warto$ci bezwymiarowych
statych przyrody, np. tadunku elektronu, sa wynikiem ,,przypadku” (a jesli tak,
to jakiego?) czy sa dane przez wzor matematyczny. Jednak jakakolwiek bytaby
odpowiedz na to pytanie, liczba ta prawdopodobnie przejdzie przez testy loso-
wosci (czego nie zrobiono, gdyz znamy ja niezbyt doktadnie).

3. Metody kongruencyjne generowania liczb losowych

W rachunkach takze spotykamy liczby o charakterze losowym! Wiele ciagow
Xg, X1, X2, X3, ., X, ... Z&dANych wzorami typu x,, = f(x,_1), zachowuje si¢
w ten sposob. Niektore rownania ewolucji z dyskretnym czasem, np. tzw. od-
wzorowanie logistyczne: x,,,, = Ax,(1 — x,,) dla A = 4 generujag chaos, kolej-
ne wartosci x sg rozrzucone beztadnie miedzy
0 a 1. Ten model byt juz dyskutowany w Foto-
nie. Nie stuzy on jako (typowy) generator liczb
losowych, gdyz rozktad czestosci liczb przezen
generowanych nie jest rownomierny (lub jedno-
rodny). (Dobrym, ambitnym ¢wiczeniem jest
wykazanie, Zze proces logistyczny dla A =4

daje rozklad p(x) =1/ (TL’ /x(l _ x)) dla x Rys. 3. Rozktad wynikow rownania

logistycznego

miedzy 0 a 1).
Jednak od dawna wiadomo, a w latach 50. XX wieku Lehmer opracowat to
doktadnie, ze prosta arytmetyka operacji na skonczonym przedziale (reszt):
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Xp41 = R+ x, mod M, generuje zupelnie niezle
ciagi losowe, i ta metoda, zwana kongruencyjna,
stanowi podstawe wigkszosci uzywanych genera-
toréw na Swiecie, gdyz jest bardzo szybka. (Me-
tody dajace lepsze generatory sg powolniejsze).
Wystarczy wzia¢ duza liczbe R, np. 987171,1679,
warto$¢ poczatkowg X migdzy 0 a 1, pomnozy¢ R
przez X, a nastegpnie przez wyniki operacji i od-

rzuca¢ za kazdym razem cze$¢ catkowita wyniku. / / /
Tak otrzymali$my nasz pierwszy ciag losowy

w rozdziale 2. Dlaczego to dziata? Rys. 4. Funkcjay = R - x mod 1

Jak widzimy na wykresie tej funkcji na rys. 4,

(ze znacznie mniejszym R, w przeciwnym wypadku linie bytyby praktycznie
pionowe i kwadrat bylby wypetniony do nieczytelnosci), kwadrat 0—1 jest dos¢
gesto wypelniony bardzo stromymi liniami. Bardzo waski przedziat x jest od-
wzorowany w znacznie szerszy, funkcja jest niestabilna. Nawet malenkie od-
chylenie od jakiej$ wartosci (takze btedy zaokraglenia itp.) narastajg lawinowo,
a poniewaz obrazem funkcji jest zawsze skonczony przedziat 0-1, przedziat ten
jest iteracyjnie ,,zwijany” do odcinka 0-1 i szatkowany na mnostwo fragmen-
tow. W wyniku wielu iteracji dostajemy rozrzut wygladajacy na chaotyczny.
Jest to nienajgorszy generator, bardzo prosty do zaprogramowania.

Nie jest on jednak wykorzystywany ,,zawodowo”, gdyz arytmetyka na licz-
bach rzeczywistych (zmiennoprzecinkowych) nie jest tatwa do poréwnywania
na réznych komputerach. Liczba miejsc znaczacych i algorytmy zaokraglania
moga si¢ rozni¢, wige taki generator nie bylby przenosny i trudniejszy do anali-
zy. Mozemy zle wybra¢ czynnik mnozacy i1 dosta¢ generator nie nadajacy si¢ do
niczego. (Historycznie operacje rzeczywiste byly takze o wiele powolniejsze niz
catkowite). Standardem wigc staly si¢ metody kongruencyjne oparte na liczbach
catkowitych. Nalezy wybra¢ (w miarg moznos$ci duzg) liczbe catkowita M zwa-
ng modutem generatora, jaka$ warto$¢ poczatkowa X, z przedzialu 0 : M —1,
a nastgpnie iterowa¢ X1 = A- X, + C. Aby uzyska¢ liczbg rzeczywista
z przedzialu 0-1, wystarczy wyniki dzieli¢ przez M. Zero bedzie naleze¢ do
generowanego przedziatu, a doktadnie 1 — nie.

Algorytm ten moze oczywiscie wygenerowac tylko M roéznych liczb, potem
beda si¢ one powtarzac.

State A i C muszg spetnia¢ pewne kryteria oparte na teorii liczb, w przeciw-
nym wypadku generator bedzie powtarzat krotkie, nieuzyteczne serie. Wezmy
M =100, A=27, C =17, X, = 0. Ciag liczb dla tego generatora to 17, 76,
69, 80, 77, 96, 9, 60, 37, 16, 49, 40, 97, 36, 89, 20, 57, 56, 29, 0, po czym seria
si¢ powtarza. Cigg zawiera tylko 20 r6znych wartosci, a mozna byto trafi¢ jesz-
cze gorzej. Dla A = 30, ciag wynikowy to 17, 27, po czym liczba 27 powtarza
si¢ w nieskonczono$¢. Nie mozna bez zastanowienia wybra¢ byle jakich para-
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metrow. Dla prostego generatora kongruencyjnego parametry powinny spetniaé
nastepujace kryteria (patrz ksigzka Knutha):

e M i C winny by¢ wzglednie pierwsze (nie posiada¢ wspolnego podzielni-

ka), wyjatkiem jest C = 0 omowione ponize;j.

e Definiujemy B = A — 1. Dla kazdej liczby p, bedacej podzielnikiem

(pierwszym) M, musi ona by¢ takze podzielnikiem B.

e Jezeli M dzieli si¢ przez 4, takze i B musi by¢ wielokrotnos$cia 4.

Poniewaz 100 = 2-2-5 -5, liczba B musi dzieli¢ si¢ przez 20. A = 61 jest
wigc dobrym parametrem, dostaniemy 100 roznych liczb w ciagu. Ale jako$¢
generatora zalezy od tego co chcemy z nim zrobi¢! Po podzieleniu przez M
dostaniemy M liczb rzeczywistych, ktore mozna wykorzysta¢ do symulacji,
gier, itp. W zadnym jednak wypadku nie mozna wykorzystaé¢ ciggu X do gene-
racji losowych bitdw przez wziecie reszty z dzielenia przez 2. Dostaniemy zaw-
sze 0, 1, 0, 1, 0,... i podobnie rzecz bedzie si¢ miata z parami bitow — resztami
Z dzielenia przez 4.

Czesto, ze wzgledu na wygode, przyjmuje si¢ € = 0, coO wymaga innych
kryteridw spetnianych przez pozostale parametry. Dla czytelnika nieobez-
najmionego z teorig liczb, kryteria te beda niezrozumiale, wiec ich nie podamy.
Chetni winni skorzystac ze stablicowanych propozycji, dostgpnych w ksigzkach
i Internecie. Jednym z typowych zestawdw parametrow jest M = 231 — 1 =
2147483647, A =75 = 16807. M jest tzw. liczbg pierwsza Mersenne’a. Ciag
generowany przez taki generator ma dtugo$¢ maksymalng M — 1. (Oczywiscie
nie mozna zaczyna¢ od X, = 0). Ogodlnie, okres jest maksymalny jesli M jest
liczbg pierwsza. Czesto jednak wykorzystuje sie M = 2%, co nie gwarantuje
najlepszej jakoSci statystycznej, ale jest szybkie, gdyz reszta z dzielenia przez M
jest otrzymywana tanio (odrzuca si¢ bity wyzszych rzedéw), a gdy K jest dtugo-
$cig stowa maszynowego przechowujacego liczby catkowite, np. K = 31, wte-
dy za darmo: ignoruje si¢ bity nadmiaru przy .
operacjach arytmetycznych. Dla tej wartosci M,
A musi spelnia¢ warunek, ze reszta z dzielenia
przez 8 jest rowna 3 lub 5. Okres generatora jest
wtedy rowny 2572,

Moze takze (lecz nie musi) wystgpi¢ dodat-
kowy ktopot, a mianowicie korelacje migdzy
sasiednimi liczbami trudniejsze do wykrycia na
pierwszy rzut oka. Wezmy generator z M = 216
i z rozsagdnym A. Cigg generowanych liczb wy-
glada rozsadnie, ale jesli utworzymy pary kolej-
nych liczb i potraktujemy je jako wspoirzedne

) . Rys. 5. Dwuwymiarowy rozktad
w kwadracie 0-1 . pOWSta}y obraz _]eSt regulamy. utworzony przez generator kon-

Tworzac wektory 3- lub wiecej wymiarowe, gruencyjny
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mozemy otrzymaé obrazy jeszcze regularniejsze, a poniewaz rozktady wielo-
wymiarowe w fizyce sg bardzo potrzebne, proste generatory dostepne w stan-
dardowych bibliotekach réznych implementacji wigkszosci jezykéw progra-
mowania sg malo przydatne. Problemowi mozna zaradzi¢ na kilka sposobow,
np. przez uzycie wielu generator6w z réznymi parametrami, albo nawet tylko
dwoch generatorow: gtownego, ktory wypelnia tablicg (kilkadziesigt lub kilka-
set elementdw) i pomocniczego, ktory losuje jeden z elementéw tej tablicy. Po
dostarczeniu tego elementu jako wyniku, generator gtowny ,,zapetnia luke”.
W ten sposob sasiednie wyniki generatora glownego sa od siebie oddalone
i pomieszane.

4. Inne generatory jednorodne

W 1997 roku Makoto Matsumoto i Takuji Nishimura wymyslili dos¢ szybki
generator noszacy nazwe Mersenne Twister, o okresie 219937 —1 (ponad
106999 Josowo rozrzucony w przestrzeniach az do 623 wymiaréw. Stat sie on
profesjonalnym standardem [3], ale w typowych zastosowaniach (zwlaszcza dla
prostych symulacji oraz gier) jest on ciezki w implementacji, wymaga we-
wnetrznej tablicy o ponad 600 elementach i kodu zajmujacego p6t stronicy.
Jezeli wyniki zostang skonwertowane do postaci catkowitej, albo zmiennoprze-
cinkowej 32- lub 64-bitowej, przy tak olbrzymim okresie, liczby bedg sie po-
wtarza¢ znacznie czesciej, ale powtorzenie jednej liczby nie oznacza, ze cata
sekwencja si¢ powtorzy — nastepne wyniki bedg rozrzucone zupehlie inacze;j.
Algorytm Mersenne Twistera jest zbyt skomplikowany, aby go tu przytaczac,
niech jednak czytelnik zda sobie sprawe, ze tworzenie nowych wyrafinowanych
generatoréw nadal postepuje! Naukowiec, czy inzynier, lub tworca gier kompu-
terowych, ktory powie sobie, ze przeciez jego ulubiony jezyk programowania
posiada biblioteke zawierajaca jaki$ generator liczb losowych i nie ma sensu
uczy¢ si¢ metod generacji, ryzykuje miano partacza.

4.1. Generatory oparte o uogolnienia ciggu Fibonacciego

Uogolnieniem metod kongruencyjnych sa algorytmy kombinujace kilka czto-
ndéw wygenerowanego ciagu. Poniewaz znany jest cigg Fibonacciego, zdefi-
niowany wzorem F,=0,F, =1, F, = F,_; + F,,_,, ciagi oparte o regul¢
Sp = Sp—j + Sp—k sa rbwniez zwane uogo6lnionymi ciggami Fibonaciego, i wzor

Sp=S8p_j+Sp_ (mod M),0<j <k

bywa nazywany generatorem Fibonacciego. Zamiast dodawania mozna uzy¢
innych dziatah, np. mnozenia. Ten generator wymaga dodatkowej pamigci na
przechowanie poprzednich wynikow, oraz inicjalizacji (innym generatorem),
ale jest szybki i bywa uzywany w niektorych programach. Oto kilka wariantow
par (j, k) podawanych w literaturze:
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(=24, k=55), (j=31, k=63), (=38, k=89), (j =83, k=258),
Dla matych warto$ci parametrow okres generatora jest rowniez niewielki.

Od Redakgji:

Ciag Fibonacciego

Ciag Fibonacciego jest spektakularnym dowodem na glgbokie zwiazki pomig¢dzy natu-
ra i kulturg a matematyka. Ciag Fibonacciego zaczyna si¢ od liczb 1, 1 a kazdy kolejny
wyraz rowna si¢ sumie dwoch wyrazow poprzednich: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89,... Liczby bedace wyrazami ciggu nosza nazwe liczb Fibonacciego.

Liczby ciggu Fibonacciego maja zastosowanie do opisu notowan gietdowych, do
opisu budowy roslin, np. stonecznika, ananasa, szyszki sosny, do opisu wzrostu liczby
krolikow, pszczol. Liczby Fibonacciego odnajdujemy w architekturze, w poezji,
atakze w muzyce. Dla przykladu: liczba ptatkow wielu kwiatow jest jedng z liczb
Fibonacciego: jaskry maja 5, kwiaty sangwinarii 8, a astry czesto 21.

4.2. Funkcje ergodyczne

Podstawowa cecha algorytmu generatora jest jego ,,niestabilno$¢”, nastgpna
liczba ma ,mato wspolnego” z poprzedniag. Mozemy sobie wiec wyobrazic
funkcje, ktore nie wymagajg procesu iteracyjnego (przyktadania jej do poprzed-
niego wyniku), ale takie, ktore dla x = 1, 2, 3, ... dostarczaja f(x) chaotycznie.
Takie funkcje znajduja zastosowania w informatyce, w bazach danych, w ko-
dowaniu itp., i nosza nazwe funkcji mieszajacych. Pozwalaja one przeksztatcic
cigg liter (np. tytut ksigzki) na stosunkowo krotka liczbe, stuzaca do indekso-
wania tablicy tytulow, co przyspieszy szukanie (potem trzeba sprawdzi¢ zgod-
no$¢, gdyz moze zaj$¢ kolizja — ten sam wynik odpowiada réznym tytutom).
Fizyk nazwie takie funkcje ergodycznymi, proces ergodyczny to taki, w ktérym
zachowanie uktadu zalezy bardzo stabo od warunkoéw poczatkowych. Oto przy-
ktad takiej funkcji, ktora dla n = 1, 2, 3, ... generuje cigg pseudo-losowy liczb
32-bitowych z przedziatu 0 — 1:
x=(n-2%3)"n
f=1-((15731x3 + 789221 x + 1376312589) & (231 — 1))/23!

Operator (") oznacza alternatywe wylaczajaca (réznice symetryczng) dla
kazdego bitu liczb catkowitych bedacych argumentami: 0 jesli dwa bity sg iden-
tyczne, 1 w przeciwnym wypadku. Operator (&) jest iloczynem logicznym
bitow; tutaj shuzy do otrzymania reszty z dzielenia przez 231. Na rys 6. widzimy
wykres funkcji f(n) dla kilkuset sasiednich warto$ci n:

e

Rys. 6. Funkcja ,,ergodyczna”
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OczywiScie mozna postuzy¢ sie innym zestawem parametréw liczbowych,
ale taki generator nalezy wszechstronnie przetestowac przed uzyciem, gdyz nie
ma prostych metod teoretycznych oceny ich jako$ci. Ich zaleta w poréwnaniu
Z generatorami ,,klasycznymi” jest brak wewnetrznej pamigci. Niczego nie po-
trzeba pamigtac, generator jest ,,czysta” funkcja matematyczng, wymaga tylko
jakiego$ argumentu. (Nie jest to jednak rozwigzanie naturalne, gdyz ten argu-
ment funkcji ergodycznej jest fikcyjny, pozbawiony sensu).

5. Kilka testow jakos$ci generatorow

Podstawowy test to sprawdzenie, czy rozklad si¢ zgadza z teoretycznym,
w przypadku rozktadu réwnomiernego — czy histogram jest ptaski. Mozna to
zrobic¢ ,,recznie”, wizualnie, albo sprawdzi¢, ze Srednie wysokosci kolumn i ich
dyspersja nie odbiegaja od norm. Tutaj zaczyna si¢ problem, ktorego w tym
artykule nie mozemy poruszy¢: co to jest ,,norma”, gdyz oczywiscie bedag od-
chylenia, a nie ma tu miejsca na oméwienie testow y? itp. Zainteresowani Czy-
telnicy winni siggna¢ do literatury dotyczacej testow. Ksigzka Knutha [2] poda-
je wiele uzytecznych, tatwych w zastosowaniu.

Mozna sprawdzi¢ najpierw numerycznie podstawowe momenty, Srednia,
dyspersje, czy asymetri¢ rozktadu, co nie wymaga tworzenia wykresow.

To nie wystarczy, sekwencja x,, = n-amod 1 dla ,byle jakiego” a rze-
czywistego, ,,nieregularnego” (tj. nie bedacego prosta liczba wymierng),
przejdzie ten test. (Ten generator jest rownowazny kongruencyjnemu, z A = 1,
C =0). Liczby bedg rownomiernie roztozone w przedziale 0—1, ale beda silnie
skorelowane.

Nastgpnym testem bedzie wigc sprawdzenie, czy nie ma ewidentnych kore-
lacji miedzy kolejnymi liczbami. Dwuwymiarowy wykres tej liniowej sekwen-
cji dostarczy nam kresek, jak na rys. 5. Nie mozemy omoéwi¢ tutaj bardziej
skomplikowanych testow, np. spektralnych, korelacji w wielu wymiarach itp.,
ale zagadnienie jest wazne!

6. Rozklady niero6wnomierne

Mimo, iz generatory jednorodne stanowig punkt wyjscia, bezposrednie ich uzy-

cie do zagadnien fizycznych jest niewielkie. W fizyce takie rozktady prawdo-

podobienstwa wystepuja do$¢ rzadko. Oto kilka innych rozktadoéw, ktore moga
nas interesowac:

1. Rozktad ,,rownomierny” w nieskonczonym przedziale, np. nieograniczony
cigg zdarzen, np. emisji czgstek przez substancj¢ promieniotworcza, albo
przez oslabiony laser, itp. Zadana jest stata ggsto$¢ tych wydarzen w czasie,
ale nie da si¢ tego sprowadzi¢ do jednorodnego rozktadu w skonczonym
przedziale, przedziat czasowy jest od zera do nieskonczonosci. Zwykle ten
mechanizm probabilistyczny nazywa si¢ procesem Poissona. Problem gene-
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racji nalezy sformutowaé przy uzyciu wielkos$ci skonczonych, np. generuje-
my czas oczekiwania na nastepne wydarzenie.

2. Fluktuacje wielkosci fizycznych wo-
kot éredniej. To jest jeden z najbar- .|
dziej rozpowszechnionych rozkta- ;|
dow, w ktorym male odchylenia od 5|
$redniej sa znacznie prawdopodob- .|
niejsze od duzych, ale dowolne sg ;5|
mozliwe, przedzial jest nieskonczo- ;0!
ny. Ten rozklad jest zadany funkcja |

: |
Gaussa, —— exp (—(x—(x)?/20°), g

gdzie o jest dyspersja. Dla $redniej

rownej zeru i dyspersji rownej jeden,

ten rozktad nazywamy normalnym. Pakiety do obliczen naukowych zwykle
zawieraja wbudowany generator tego rozktadu. Bywa on punktem wyjscia
do generowania typowych funkcji losowych (szuméw).

3. Wiele rozktadow o charakterze geometrycznym,
zwykle wielowymiarowych. Np. jednorodny roz-
ktad kierunkéw w przestrzeni (lub: jednorodny
rozktad punktow na powierzchni sfery, ewentualnie
wewnatrz kuli), co moze stuzy¢ do symulacji i wi-
zualizacji wybuchow, fajerwerkow itp. Mimo ,,jed-
norodnos$ci”, te rozktady sg odmienne od jednorod-
nych rozktadow w przedziale.

Czasami mamy do czynienia z rozktadem prawdo-
podobienstwa okreslonym do§wiadczalnie, z mierzo-
nych czestosci jakiego$ zjawiska. Uzywamy wtedy  Rys. 8., Sztuczne ognie”
rozktadu stablicowanego, albo przyblizonego jakas
funkcjg (wielomianem, wymierng, kombinacjg funkcji wyktadniczych itp.).
Wtedy pojawia si¢ konieczno$¢ stworzenia algorytmu bardzo uniwersalnego,
zdolnego do generowania dowolnych rozktadow. Metody generacji rozktadow
dyskretnych: xq, x5, ... x, ... dla k catkowitego, z rozktadem prawdopodobien-
stwa py, roznig si¢ od algorytmoéw cigglych, gdy gestos¢ rozktadu prawdopo-
dobienstwa p(x) jest funkcjg, mimo iz w informatyce wszystko jest dyskretne.
Rozwazymy wigc rdzne metody algorytmizacji dla tych generatorow.

Rys. 7. Krzywa normalna Gaussa

6.1. Metoda eliminacji (lub odrzutu)

Przypusémy, ze gestos¢ prawdopodobienstwa p(x) jest zadana pewnag funkcja
w skonczonym przedziale i bez osobliwosci, tak, ze mozna ja zamkna¢ w pro-
stokacie.
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Algorytm generacji wymaga dwoch ¢
liczb losowych o rozkladzie jedno-
rodnym. Pierwsza wybiera X miedzy
zadanymi granicami. To nie wystarczy,
gdyz — jak wida¢ na rys. 9 — liczby nie-
co na lewo od potowy przedziatu winny
pojawiaé si¢ cze$ciej niz wartosci na
prawo. Teraz losujemy druga liczbe,
,»pionowa” r, z przedzialu od dolnej do
gornej granicy prostokata zawierajacego >
wykres. Spdjrzmy na kolumne, odpo-
wiadajgcg wylosowanemu x-owi. Jezeli
r jest mniejsze od p(x) dla tej wartosci X, warto$¢ ta zostaje zaakceptowana,
generator zwraca ja jako wynik. Jezeli r jest wicksze — warto$¢ X zostaje odrzu-
Cona i generator powtarza catg operacjg.

Wida¢ wyraznie, ze w poblizu maksimum funkcji, r prawie zawsze bedzie
mniejsze od p(x), wigc prawie wszystkie wartosci X zostang zaakceptowane.
W poblizu minimum, losowane wartosci ,,pionowe” beda na ogo6t wigksze od
wartos$ci gestosci prawdopodobienstwa i zaakceptowanych wartosci X bedzie
znacznie mniej.

Metoda jest tatwa w zastosowaniu i czesto wystarczajaco efektywna, mimo
,strat” odrzuconych punktow. Jednak te straty mogg tez by¢ zbyt powazne. Jesli
rozktad p(x) ma ostre piki, a wickszo$¢ powierzchni prostokata lezy nad wy-
kresem funkcji, wickszos¢ wygenerowanych punktow zostanie odrzucona.

Omowiona technika w naturalny sposob uogodlnia si¢ na rozktady wielowy-
miarowe, ale tutaj straty mogg by¢ bardzo znaczne. Nie kazdy zdaje sobie spra-
we, ze w wiekszej liczbie wymiaréw wigcej przestrzeni si¢ ,,marnuje”. Na przy-
ktad, jesli chcemy wygenerowac punkty losowe w kole o $rednicy 1, mozemy
generowac¢ punkty (x,y) z kwadratu 0-1, a nastepnie odrzuca¢ wszystkie punk-
ty na zewnatrz kolta. Stracimy ok. 21 procent punktow, powierzchnia kota zaj-
muje 0,785 powierzchni kwadratu. Ale trojwymiarowa kula zajmuje tylko 0,52
objetosci kostki jednostkowej, a w czterech wymiarach ok. 0,31, i to si¢ pogar-
sza, funkcje o wykresach ,jakichkolwiek”, nieregularnych, rowniez zajmuja
maly procent przestrzeni. Mozna zada¢ sobie pytanie po co rozktady w prze-
strzeniach o duzej, ,,niefizycznej” liczbie wymiarow. Jest to bardzo potrzebne
fizykowi i1 zostanie omowione pozniej.

Rys. 9. Metoda odrzutu

6.2. Metoda odwracania dystrybuanty

Zadajmy pytanie: czy w oparciu o dang funkcj¢ rozktadu p(x) mozna utworzy¢
takg funkcje h(r), ze dla r losowanego z rozkladu réwnomiernego, ktorego
generacje mamy opanowana, jej wynik jest roztozony z gestoscig p(x). Jest to
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mozliwe, tylko dosy¢ skomplikowa- °*
ne, wiec ta metoda daje generatory oas
powolniejsze od jednorodnych. o012
Zaczniemy od przypadku dyskret-
nego, od generacji liczb catkowitych k
z jakiego$ przedzialu. Jest to wazny
przykiad takze dla przypadku ciagte- °
go — pozwoli lepiej zrozumie¢ algo- oos
rytm. Rysunek 10 przedstawia do-
wolny rozklad prawdopodobiefistwa
liczb k od 0 do 15. (Puste kolumny —° * ¢ ¢ °& o =
dla k = 5,6 oznaczaja prawdopodo- Rys. 10. Dyskretny rozktad prawdopodobienistwa
bienstwo zero). Algorytm losowania
jest intuicyjnie bardzo prosty: ,,rzucamy” losowo punkt na ten wykres i jako
wynik traktujemy wspotrzedna pozioma trafionej kolumny. Liczy si¢ trafienie
wnetrza prostokata, wiec liczby 0, 5 oraz 6 nie maja szans, a najwicksze szanse
ma kolumna 11. Praktyczna realizacja tego algorytmu wymaga przygotowania.
W oparciu o cigg

0.08

0.02

pr =0, 0,022, 0,087, 0,109, ...
tworzymy tzw. dystrybuante tego rozktadu, albo rozktad kumulatywny:

k
dy = zpk .
j=0

1.0

Wykres tego rozktadu przed-
stawia rys. 11. Jest to funkcja — —
niemalejaca, gdyz wszystkie p, sa  °°[ _ .
nieujemne.

Zwro6¢my uwage na ostatnig — °6f .
kolumne, mozemy jg interpreto- —
wacé jako zbior wszystkich ko-  oaf —
lumn z rys. 10, postawionych § -

pionowo, jedna na drugiej, z za- oz ’,

chowaniem unormowania: suma
ich wysokosci réwna si¢ 1. Teraz
algorytm losowania staje si¢ pra- ’
wie oczywisty. Losujemy stan-
dardowa liczbe r z rozktadu jed-
norodnego miedzy 0 a 1. Wylosowany segment okresla wynik otrzymany przez
generator. Konkretnie, realizujemy nastgpujace operacje:

'
'

& —
2 4 6 8 10 12 14 16

Rys. 11. Rozktad kumulatywny
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1. Losujemy .

2. Wybieramy k = 0.

3. Sprawdzamy, czy r < dy. W przypadku odpowiedzi pozytywnej, k jest

wynikiem.

4. W przeciwnym wypadku zwigkszamy k 0 1 i wracamy do punktu 3.

Poniewaz dla ostatniego k z przedziatu d, jest rowne 1, algorytm na pewno
si¢ zakonczy. Przerywane linie na rysunku obrazuja geometri¢ postgpowania.
Po wylosowaniu r na osi pionowe;j, kreslimy lini¢ pozioma, az do przecigcia si¢
z jaka$ kolumna. Wida¢, ze kolumny 5 i 6 nie maja szans.

Jezeli prawdopodobienstwa mozna przyblizy¢ liczbami wymiernymi wybra-
nymi z niezbyt dlugiego ciggu, procedure mozna przyspieszy¢. Np. 16 wartosci
z przyktadu powyzej sa znormalizowanymi czg¢stosciami: [0, 1, 4, 5, 3,0, 0, 2,
4,4,5,7,5,3, 1, 2]. Wystarczy wiec utworzy¢ tablicg o 46 elementach, zawie-
rajacg raz liczbe 1, 4 razy liczbe 2, ..., 7 razy liczbg 11, itd., a nastepnie wylo-
sowa¢ rownomiernie jeden z elementdw tej tablicy.

Zauwazmy, ze z matematycznego punktu widzenia wybranie argumentu na osi
pionowej i otrzymanie wyniku na osi poziomej jest rownowazne transpozycji:
obréceniu wykresu wokot przekatnej i potraktowanie go jako zwyklej funkcji
(tylko dyskretnej). Tak postepuje si¢ w przypadku cigglym. Dystrybuanta wyrazi
si¢ catka: d(x) = [ *p(x")dx'. Dolna granica calkowania jest dolng granica prze-
dziatu. Na przyktad, jesli p(x) = 2x w przedziale 0-1, wtedy d(x) = x2. Algo-
rytm generacji sprowadzi si¢ do y = /7.

Dla odwzorowania logistycznego p(x) = L dystrybuanta wyraza si¢

1
m/x(1—x

. 1 . 1 . . Sirl(Tt(T-l))+1
funkcjg d(x) = ;arcsm(Zx -1+ 5 Funkcja generujaca to y = +
Wida¢, ze samo odwzorowanie logistyczne jest szybsze niz taki generator. Tak
wiec, dla niektorych rozktadow moze sie optaci¢ znalezienie nieliniowych od-

wzorowan, ktore je generuja bezposrednio, ale niewiele takich znamy.

6.3. Proces Poissona

WspomnieliSmy, ze pojgcie rozktadu rownomiernego odnosi si¢ do przedziatow
skonczonych. Jednak waznym i ciekawym przypadkiem jest generowanie nieza-
leznych wydarzen w nieskonczonym czasie, od zera do co. Moze to by¢ model
emisji czgstek przez radioaktywng substancj¢ (w mierzonym czasie nieporow-
nywalnie krotszym niz potokres rozpadu, aby gestos¢ czastek byla stata w cza-
sie), model ruchu pojazdow wjezdzajacych losowo, co jaki$ czas na autostrade,
albo model odbiorow zlecen przez serwer obstugujacy publiczne stronice inter-
netowe itp. Gestos¢ ,,wydarzen” na jednostke czasu jest stata, a wydarzenia sa
nieskorelowane. Teoretycznie mozna wybraé jaki§ skonczony czas koncowy
i potraktowa¢ model jako przypadek rozktadu réwnomiernego, jest to jednak
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wysoce nienaturalne! Kolejne wydarzenia sg uporzadkowane w czasie, za$ licz-
by losowe w przedziale — nie.

Pytanie, na ktore generator tego procesu winien odpowiedzie¢, brzmi: kiedy
nadejdzie nastgpne zdarzenie. Podstawowa i nieco paradoksalng wiasnoscia
procesu jest fakt, ze odpowiedz jest niezalezna od momentu, w ktérym zaczy-
namy liczy¢ czas. Dlaczego paradoksalng? Czesto zadaje moim studentom na-
stepujaca tamigtowke. W pewnym miescie autobusy nie maja rozkladu jazdy,
wiadomo, ze przejezdzaja przez pewien przystanek ze stalg gestoscia w czasie,
powiedzmy srednio co 10 minut, 6 na godzing. Srednia odleglo$é w czasie mig-
dzy autobusami wynosi wigc 10 minut. Przychodzimy na przystanek o losowej
porze. Jaki jest nasz $redni czas oczekiwania na nastgpny autobus?

Typowo pada odpowiedz: 5 minut, a rozumowanie jest nastepujace: mamy te
samg szanse przyj$¢ w pierwszej polowie interwalu migdzy autobusami, co
w drugiej. Raz bedziemy czeka¢ dwie minuty, innym razem 8... Srednio wyj-
dzie potowa czasu migdzy autobusami.

Rozumowanie to jest fatszywe, gdyz przybywajac losowo na przystanek, be-
dziemy mieli wigkszg szanse trafi¢ w interwal dluzszy niz §rednie 10 minut!
Typowo poczekamy wiec dluzej. Okazuje si¢, ze nasz czas oczekiwania jest
rowniez réwny 10 minut. Mozemy potraktowaé siebie jako ,,dodatkowy auto-
bus”, nieskorelowany z innymi, ale nalezacy do tego samego procesu (jedno
nasze pojawienie si¢ nie zmieni $redniej odlegto$ci migdzy zdarzeniami).

Wyprowadzmy wzor na prawdopodobienstwo czasu oczekiwania na nastep-
ne zdarzenie. Wybierzmy maty odcinek czasowy At i zapytajmy, jaka jest szan-
sa, ze zdarzenie zajdzie wlasnie podczas tego interwatu. Odpowiedz jest: AAt,
gdzie A jest pewng stalg. Uklad nie ma pamigci, jedynym parametrem jest ge-
sto$¢ statystyczna zdarzen na jednostke czasu, wigc to wszystko. Szansa, Ze
system ,,przezyje” ten odcinek bez zdarzen, wynosi wigc 1 — AAt.

Szansa, ze przezyje dhuzszy czas, np. T, gdzie T = NAt, wyniesie
q = (1 — AAt)N, gdyz prawdopodobienstwa zdarzen niezaleznych si¢ mnoza,
a prawdopodobienstwo przezycia w kazdym pod-interwale jest niezalezne od

N
pozostatych. Poniewaz At = T /N, dostaniemy q = (1 —%T) . Granica tego

wyrazenia, gdy N — oo, jest e 7.

Prawdopodobienstwo, ze zdarzenie zajdzie po czasie T wynosi wiec
1—e . To jest rozklad kumulatywny, w przedziale czasowym od zera do
nieskonczonosci. Po dlugim czasie zdarzenie zajdzie na pewno (o ile w ogole
moze zaj$¢). Gestos¢ prawdopodobienstwa na jednostke czasu wynosi
1
P
Aby otrzyma¢ jednorodny rozktad wydarzen w czasie (nieograniczonym), uzy-
jemy rozktadu wyktadniczego, a zmienng bedzie nie potozenie wydarzenia na

e~ Ten rozklad wykorzystamy w naszym generatorze procesu Poissona.
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osi czasowej, ale czas oczekiwania na nastgpne. Wydarzenia beda generowane
monotonicznie w czasie, co jest zgodne z intuicja.

Poniewaz dystrybuanta wynosi d(t) =1 —e~**, algorytm generacji jest
prosty — generujemy t = % In(1 — r). Czytelnik §ledzacy uwaznie tekst mogtby

At

zaproponowac uproszczenie: poniewaz I jest roztozone rownomiernie migdzy
0 a 1, wigc 1 — r takze, i mozna sobie darowa¢ odejmowanie. Jednak typowe
algorytmy generacji rozktadu rownomiernego, oparte o liczby catkowite, zwy-
kle dostarczajg wynikéw mniejszych od 1. Zero moze zostaé wygenerowane,
1 — nigdy. Wyrazenie Inr moze wicc zakonczy¢ si¢ bledem i zatrzymaniem
programu, In(1 — r) jest bezpieczniejsze.

6.4. Specjalna metoda dla rozktadu Gaussa, oparta o Centralne Twierdzenie
Graniczne

2
Dla rozktadu normalnego p(x) = \/% exp(— x?) (ogoblne rozktady Gaussa wy-

magaja tylko zmiany skali i przesunigcia $redniej). Catka tej funkcji nie jest
elementarna, jest to tzw. funkcja bledu erf. Znamy oczywiscie jej przyblizenia
numeryczne, a takze aproksymacje jej funkcji odwrotnej, mozna wigc algorytm
odwracania zastosowaé do tego przypadku, ale bedzie on powolny i niewygod-
ny, mimo iz si¢ go uzywa. Mozna jednak postgpi¢ inaczej, a algorytm jest bar-
dzo pouczajacy...

Skad si¢ bierze dzwonowy ksztalt tego rozkladu? Wiemy juz, ze ta funkcja
opisuje typowe fluktuacje wielkosci fizycznych, ich rozrzut wokoét $rednie;j.
Zwykle jest to skutkiem wktadu licznych zrodet fluktuacji, czgsciowo si¢ kom-
pensujacych. Np. proces technologiczny napetniania butelek obarczony jest
btgdami: zmienne ci$nienie ptynu, babelki gazu zmieniajace Srednig lepko$é
przeptywu, itp. Raz troch¢ wigcej, raz troch¢ mniej, najprawdopodobniejsze
beda mate fluktuacje, a bardzo duze pojawia si¢ niezmiernie rzadko.

Teoretyczne ujecie tego zjawiska wyraza si¢ przez tzw. centralne twierdze-
nie graniczne, méwiace, ze suma duzej liczby wielkosci losowych o dowolnych
rozktadach (ale ze skonczong wariancja), bedzie miata rozktad gaussowski.
Mozemy to sprawdzi¢ na prostym przyktadzie rzutu kostkami.

Poniewaz prawdopodobienstwa zdarzen niezaleznych si¢ mnoza, gdy rzuci-
my dwie kosci, jedno elementarne zdarzenie (kq,k,) bedzie mialo prawdopo-
dobienstwo 1/36. Jezeli interesuje nas tylko suma oczek, prawdopodobienstwo
wyniku 2 bedzie 1/36 — prawdopodobienstwo zdarzenia (1,1). Ale szansa
otrzymania 3 bedzie juz 2/36: (1,2) i (2,1). Szansa siédemki bedzie 6 razy wiek-
sza niz dwojki lub dwunastki. Rozktad prawdopodobienstwa dany jest krzywa
trojkatng. Dla trzech kostek wzrost przy matej sumie nie jest liniowy, a kwadra-
towy, rozklad jest sklejeniem trzech odcinkéw parabol, 1 juz wyglada jak
»dzwon”. Dla wigkszej liczby sktadnikéw krzywa szybko zmierza do postaci
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Gaussa. Jesli zamiast kostek wziag¢ standardowy generator réwnomierny,
otrzymamy wyniki jak na rys. 12.

00 as -10 03 [} (X} 18 000g =] -2 -1 1 2 3

Rys. 12. Rozktad sumy 2, 3 i 12 liczb losowych rownomiernych

7. Rozklady wielowymiarowe

Generowanie wektorow losowych bywa trudniejsze niz pojedynczych liczb
losowych, gdyz sktadniki tych wektorow moga by¢ ze soba zwigzane skompli-
kowanymi zalezno$ciami.
Aby np. wygenerowa¢ losowe kierunki
w dwoch wymiarach, albo — co na jedno wychodzi
— punkty na okregu, wystarczy wygenerowac row-
nomiernie kat @ miedzy zerem a 2, a nastgpnie
utworzy¢ (x,y) = R-(cosa,sina). A co we
wnetrzu kota? Mozna pomysle¢, ze wystarczy
wygenerowac kat, ale takze promien i skorzystac
ze wzorow powyzej. Jednak, jesli promien jest
losowany roéwnomiernie, rozklad nie jest jedno-
rodny, okolice $rodka kota sg gestsze. Powodem
jest fakt, ze tyle samo punktéw bedzie losowanych
Rys. 13. Niejednorodny rozktad ~ dla kazdego promienia, ale w poblizu $rodka te
w kole. punkty roztoza si¢ na mniejszej powierzchni. Pro-
mien nalezy losowa¢ z rozktadem p(r) = r (juz
wiemy jak). Formalnie mozna to uzasadni¢ patrzac na przeksztalcenie wspot-
rzednych Kartezjanskich na biegunowe pod catka:

de-dyzjr-dr-dgo.

Ale nie bedziemy si¢ nad tym zatrzymywac. Jak wygenerowac losowe kie-
runki w przestrzeni 3D (punkty na powierzchni sfery)?
Teraz mamy dwa katy (0, ¢): szerokos$¢ i dlugos¢ geograficzna. Poniewaz

fdx-dy-dz=frzdr-sianB-dq),
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nalezy wygenerowa¢ ¢ rdéwnomiernie miedzy 0
a 2m, oraz @ z rozktadem sinusowym; jesli u jest
liczba losowa standardowa, 6 = arccos (2u — 1).
(Jezeli chcemy generowa¢ punkty we wnetrzu kuli,
widzimy z jakim rozktadem losowac r).

Inna metoda, mniej popularna, ale bardzo inte-
resujaca, polega na zauwazeniu, ze iloczyn trzech
funkcji Gaussa si¢ upraszcza:

—x2 g2 52 _2
e ¥ eV e =eT,

Wynik zalezy tylko od promienia, a nie od ka-
tow. Wystarczy wigc wylosowad trzy liczby
(x,v,2) 0 rozkladzie normalnym, nastgpnie znor-
malizowa¢ ten wektor, tj. podzieli¢ sktadowe przez /x? + y? + z2, i to nam
dostarczy punktu na powierzchni sfery jednostkowe;j.

Rys. 14. Losowe punkty na
powierzchni sfery

8. Zakonczenie

Zagadnienie zostalo omowione w sposob bardzo powierzchowny, zaintereso-
wanych odsylamy do literatury Internetowej, bardzo bogatej, z wieloma algo-
rytmami gotowymi do uzycia.

W drugiej czesci artykulu oméwimy generowanie funkcji losowych (szu-
moéw), bardzo przydatnych np. w grafice, oraz przedyskutujemy kilka metod
Monte-Carlo uzytecznych w symulacji systemow fizycznych.
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