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Kola rowerowe kresla fraktale

Marek Berezowski
Politechnika Slgska

Od Redakcji: Fraktalom poswiecamy ostatnio duzo uwagi. W Fotonach 111 i 112 ukaza-
ty sie na ten temat artykuty Marcina Figla i Tomasza Sabaly. Najczesciej podkreslang
cechg fraktali jest ich samopodobienstwo. W ponizszym artykule autor przedstawia, jak
za pomocg prostego urzgdzenia mechanicznego, sktadajgcego sie z potgczonych ze
sobg kot (np. rowerowych), mozna narysowac fraktale.

Rozwazmy urzadzenie sktadajace si¢ z n kot o roéznych rozmiarach, obracaja-
cych si¢ z roznymi szybkosciami. Na obreczy danego kota, obracajgcego sie
z okreslong szybkos$cia, zamontowane jest koto od niego mniejsze, obracajace
si¢ z szybko$cig wigksza (rys. 1).
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Rys. 1. System kot (¢ na tym rysunku oznacza kgt obrotu danego kota wzgledem wiasnej osi)

W efekcie poszczeg6lne kota obracajg sie nie tylko z szybkosciami whasny-
mi, ale ,,napedzane” sa takze ruchem wszystkich kot od nich wigkszych.

Na obreczy ostatniego (najmniejszego) kota zamocowany jest rysik, ktory po-
zostawia $lad na plaszczyznie. Okazuje si¢, ze juz przy stosunkowo niewielkiej
liczbie kot slad ten moze by¢ bardzo skomplikowany i tworzy¢ rysunek fraktalny.
Pomimo iz predkosci obrotowe wlasne poszczegolnych kot sg state, nieustannie
zmienia si¢ predkos¢ rysika, i to zarowno jej wartos¢, jak i kierunek.

Zatozymy, ze stosunek promieni oraz katow obrotu poszczegdlnych kot jest
staty 1 wynosi:

q:r_k=%>l (1)
ha P



FoToN 114, Jesien 2011 27

Pozycje rysika, zamocowanego na obwodzie ostatniego kota, okreslaja wzory:

n-1 n-1 1
X'=>"r cos(qp, )= rOZ—kcos(quoo) )
k=0 k=00
I_n—l . B n—li . K
y'=> Ksin(g ) =1 ks.ln(q (po). (3)
k=0 k=0d

Przechodzac do zapisu zespolonego powyzsze wzory przedstawi¢ mozna jako:
n-1 . n-1 1 ik
R'=Yre% =r> e 4)
k=0 k=0

gdzie R’ jest promieniem wodzacym zespolonym, natomiast

R0 +(y') (5)

jest odlegloscig rysika od osi najwickszego kota, czyli rzeczywista dhugoscia
tego promienia.

Korzystajac z tych zaleznosci tatwo wykazaé, ze dla n =2 i q = 2 rysik kre-
§li lini¢ o dtugosci L = 8r,. Dla ro = 1/2 linia ta ogranicza obszar o identycznych
rozmiarach i ksztalcie jak najwigkszy obszar stynnego fraktala Mandelbrota,
okreslany w literaturze jako kardioida.

Wprowadzajac do naszych rozwazan znormalizowany promien wodzacy
oraz skrotowy zapis kata obrotu najwickszego kota jako:

R".

R o t=d (6)

rownanie (4) przeksztatca si¢ do postaci:
n-1
1 i
R = Z—kelq t (7)
k=0Q

Poniewaz dlugo$¢ promienia R zmienia si¢ w sposéb ciagly, ciagta jest takze
trajektoria ruchu rysika. Nieciagla jest natomiast szybko$¢ zmiany dtugosci tego
promienia, czyli predko$¢ ruchu rysika:

dR ... IS igt
dt "n'ﬂlée (8)

Dla n=oo nieciggto$¢ ta wystepuje dla kazdej wartosci t.

W praktyce, gdy n<oo, zjawisko to ma znaczenie dla przyrostu At> g™
I tak np. dlan=201iq=2,5, At>0,00000003. Oznacza to, ze zanik nieciggto-
$ci pochodnej (8), czyli zanik nieciaggtosci predkosci ruchu rysika, zaobserwo-
waliby$my mierzac obrot najwigkszego kota dopiero w odstepach krotszych niz
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30 nanostopni. W praktyce zatem w ukladzie wystepuja nieustannie gwattowne
zmiany predkosci ruchu rysika, zaréwno jej wartosci, jak i kierunku. Mozna
powiedzieé, ze rysik jest nieustannie szarpany i w konsekwencji moze tworzy¢
na plaszczyznie bardzo ztozone figury fraktalne.

Rozwazmy dla przyktadu system ztozony z 20 koét, w ktoérym zastosowano
gq=2,5. Na rys. 2 przedstawiono obraz, jaki kresli rysik zamontowany na ob-
wodzie dwudziestego kota.

X(t)

Rys. 2. Fraktal namalowany przez kota

Prezentowana struktura jest bardzo ztozona, a jej fragmenty pokazane na rys.
314 $wiadcza, ze ma ona forme fraktalng.
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Rys. 3. Fragment obrazu z rys. 2
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Rys. 4. Fragment obrazu z rys. 3

Uzyte na powyzszych wykresach symbole X i Y sg wspotrzednymi znormali-

zowanymi: X =£, y=L :
o fo

Z kolei na rys. 5 przedstawiono zmiany dtugo$ci promienia wodzacego |R|

w funkcji t.
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Rys. 5. Zmiany odlegtosci rysika od osi najwigkszego kota

Natomiast na rys. 6 zaprezentowano szybkos¢ tych zmian %—T‘ .
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Rys. 6. Szybkos$¢ zmian odlegtosci rysika od osi najwigkszego kota

Powyzsze wykresy potwierdzaja ciagto$¢ zmian odleglosci rysika |R| od osi
dR

dt
W granicznym przypadku, gdy n=oo, gwaltowna zmiana tej szybkos$ci nasteg-
puje dla kazdej wartosci t.

Widoczne na ponizszej plaszczyznie fazowej zygzaki sa konsekwencja tej
nieciaglosci (rys. 7).

najwickszego kota oraz praktyczng nieciggto$¢ szybkosci ruchu rysika

0 i I i i i dx/dt
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Rys. 7. Wspotrzedne predkosci ruchu rysika
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Gdy n=w zygzaki wystepuja w kazdym punkcie ptaszczyzny. Trajektoria
ta przypomina ruchy Browna, gdzie — jak wiadomo — ruch czasteczek brow-
nowskich jest takze zygzakowaty w kazdym punkcie [1].

Konsekwencja tego jest fakt, ze wprawdzie zmiany dtugosci promienia wodza-
cego maja charakter ciagly (co pokazano na rys. 5), ale charakter tych zmian nie
jest gtadki. Mozna powiedzie¢, ze wykres jest ,,chropowaty”. Przy nieskoncze-
nie wielu kotach chropowato$¢ ta wystepuje w kazdym punkcie. Na rys. 8
przedstawiono forme przestrzenng tego zjawiska.

Rys. 8. Gory kreslone kotami

Trudno oprze¢ si¢ wrazeniu, ze podobny charakter majg takze struktury
przyrody. Wystarczy spojrzec¢ na gory skaliste.

Wigcej na temat tu poruszony mozna przeczyta¢ W artykule [2].
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