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Rozniczkowanie algorytmiczne

Jerzy Karczmarczuk
Zaktad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

1. Wstep

Rachunek rézniczkowy i catkowy stanowia chleb powszedni kazdego fizyka
od najmtodszych lat i nie ma sensu robi¢ tutaj ,,reklamy” analizy matematycz-
nej. Nie kazdy uczen umie rozniczkowac, ale kazdy student od pierwszego
roku oblicza pochodne. Ten tekst jest przeznaczony dla czytelnikdéw, dla kto-
rych rachunek rézniczkowy nie stanowi zadnej zagadki, ktorzy znaja podsta-
wy teoretyczne, oraz majg sensowne doswiadczenie praktyczne. Mimo banal-
no$ci ponizszych przyktadéow, celowe bedzie podanie kilku kontekstow,
w ktorych student musi, i to do$¢ wezesnie, uzy¢ swojej znajomosci rachunku
roézniczkowego.

1. Rachunek niepewnoséci pomiarowych na pracowni. Pochodne stuza do
oszacowania niedoktadnosci wartosci, ktore sa funkcjami zmiennych nie-
zaleznych (czyli wielko$ci mierzonych bezposrednio).

2. Obliczenia zalezno$ci miedzy nat¢zeniem pradu a napieciem w obwo-
dach zawierajacych oporniki, cewki i kondensatory.

3. Konstrukcja rownan ruchu przez rézniczkowanie funkcjonatéw Lagran-
ge’a czy Hamiltona. Cata mechanika klasyczna jest na tym oparta.

4. Obliczanie relacji migdzy wielkosciami termodynamicznymi. Cata ich
Klasa oparta jest na formach rézniczkowych.

5. Rachunki perturbacyjne we wszystkich znanych dziatach fizyki.

Jest to oczywiscie bardzo niekompletna lista. Zauwazmy, Ze obliczanie po-
chodnych peli dwie zwigzane ze soba, ale w duzej mierze roztaczne funkcje:
Czasami potrzebujemy jawna, funkcyjng postaé pochodnej, aby ja analizowac,
przeksztatca¢ i wprowadza¢ do innych wyrazen, nad ktérymi pracujemy, ale
niezmiernie czgsto potrzebujemy jedynie warto$ci numerycznych tych pochod-
nych. W rachunku bt¢déw towarzyszacemu opracowaniu zadan laboratoryj-
nych, pochodne jako funkcje niczemu nie stuza, potrzeba nam tylko pojedyn-
czych wartosci liczbowych.

Rachunek zaburzen stuzy zwykle takze do otrzymania konkretnych wyni-
kow liczbowych. W technologii pochodne sg potrzebne, aby np. obliczy¢ stabil-
no$¢ pewnych warto$ci, np. sprawnosci jakiej$ maszyny wzgledem zmian jej
parametroéw. I tu jawna posta¢ funkcji pochodnej jest mato interesujgca, chcemy
mie¢ tylko wykres warto$ci liczbowych w funkcji parametrow.

Ale czy da si¢ oblicza¢ pochodne bez przejscia przez formy symboliczne
okreslajace zaleznos¢ jakiego$ wyrazenia od zmiennej rézniczkowania? Oczy-
wiscie mozna wykona¢ przyblizone rachunki numeryczne, skorzystac z przybli-
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zenia pochodnej przez iloraz roznicowy. Wiemy ze pochodna bywa definiowa-
na jako

Y () = limg.,o X2 (L1)
lub wzorami zblizonymi. Przyblizenia wykorzystujace formutly takie jak powy-
zej ze skonczong wartoscig d, nie sa zbyt doktadne i sg numerycznie niestabil-
ne, gdy 6 dazy do zera, blad jest trudno kontrolowaé. Wyzsze pochodne obar-
czone sg jeszcze wigkszym i zle zachowujacym si¢ bledem.

Wydaje si¢ wigc, ze mamy do wyboru: albo uzy¢ niedoktadnych metod nu-
merycznych, albo kosztownych czasowo a czasami niepotrzebnych metod anali-
tycznych, recznie, lub z uzyciem pakietow do obliczen symbolicznych, jak Ma-
ple, Mathematica, czy Axiom. Okazuje si¢ jednak, ze nie jest to prawdg. Ponizej
opiszemy jedna z technik (sg i inne) tzw. rézniczkowania algorytmicznego, albo
automatycznego (nazwa historyczna), pozwalajacg na rézniczkowanie nume-
ryczne, ale bez przyblizen réznicowych. Pozwoli to w wielu wypadkach unik-
ng¢ uzywania jezykow do symbolicznych rachunkow algebraicznych, ktore
bywaja po prostu naduzywane: stosuje sie je do obliczania pochodnych, ktére
maja by¢ jedynie uzyte w czysto numerycznych programach w Fortranie czy
jezyku ,,C”, i ten dokonuje koncowych obliczen. Takie automatycznie utworzo-
ne wyrazenia sg czesto zle uproszczone, nieefektywne, gdyz wyrazenie czytelne
dla cztowieka niekoniecznie jest zoptymalizowane pod wzgledem rachunko-
wym. Tak wigc, takie dwuetapowe implementacje czgsto marnujg czas, zarow-
no cztowieka jak i maszyny.

2. Rézniczkowanie to jest algebra

Roézniczkowanie wyrazen zawierajacych funkcje elementarne i niektére spe-
cjalne nie wymaga obliczania zadnych granic. Korzystamy z ,,przepiséw kuli-
narnych”, np. (x™)’ = nx""1, (cosf(x))' = —sinf(x) - f'(x) itd. Sa to lo-
kalne, punktowe (dla jednej wartosci) operacje na wyrazeniach. Na tym opiera
si¢ automatyzacja obliczen pochodnych przez pakiety symboliczne. Pakiety te
operujg formami, a nie liczbami.

Ale ogolne zasady dotyczace rozniczkowania mogg by¢ ujete bardziej abs-
trakcyjnie. Czytelnik nie powinien si¢ zaniepokoi¢, okaze si¢ zaraz, ze ta abs-
trakcja jest czytelna dla studenta pierwszego roku i niezwykle praktyczna,
umozliwiajaca rozniczkowanie numeryczne, ale szybkie i dokladne za pomoca
standardowych jezykow programowania. Doktadno$¢ obliczen pochodnych
bedzie taka sama jak doktadno$¢ maszynowa standardowych operacji arytme-
tycznych i obliczania warto$ci funkcji.

Nie bedziemy operowac (wylacznie) funkcjami, ale wyrazeniami zaleznymi
— dla uproszczenia — od jednej zmiennej niezaleznej, ktorg mozemy nazywac x,
ale jej nazwa nie ma zadnego znaczenia, bedzie to wartosé¢ o charakterze licz-
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bowym (ale, jak si¢ okaze, bedzie to obiekt nieco bardziej skomplikowany niz
zwykla liczba). Wyrazenia zawierajg t¢ zmienna, szereg statych, np. 1, czy m,
i wszystko jest potaczone zwyklymi dziataniami arytmetycznymi. Przypadek
wielu zmiennych zostanie omowiony pdznie;.

Do tych dziatan dotagczymy jedna specjalng operacje, lokalng (punktows,
okreslong dla jednej konkretnej wartos$ci x), oznaczang przez 9, ktéra nazwiemy
derywacja (a czasami po prostu rézniczkowaniem...). W pewnym uproszczeniu
wystarczy zazadac, aby ta operacja byla liniowa, tj. dla dowolnych wyrazen
e f: d(e+ f) =0e+ df, oraz speliata warunek Leibniza: d(e- f) = de -
f + e-df. To wszystko, tatwo sprawdzi¢, ze jesli e = f /g, a wigc e- g = f,
czyli de-g +e-dg = df, dostaniemy de = (0f —e-dg)/g, co mozna zapi-
saé jako de = (g - df — f - 0g)/g?, jest to znany wzor na rézniczkowanie ilo-
razu.

Zauwazmy, ze W 0golno$ci nie wiemy czym sg nasze wyrazenia i CO to jest
derywacja, znamy tylko ich ogoélne wtasnosci. To wystarczy, aby stwierdzi¢ np.,
7ze d(e?) = 2-e-de, i wyprowadzi¢ zasady rozniczkowania wielomianow
i wyrazen wymiernych bez zadnych operacji obliczania granic. Wszystko spro-
wadza si¢ do dzialan algebraicznych.

Dziedzina ,,wyrazen” moze by¢ dowolna, np. mogg to by¢ liczby catkowite.
Wtedy jednak derywacja jest operacja trywialng. Poniewaz e + 0 = e, widzi-
my, ze d0 = 0. Ale takze, poniewaz e - 1 = e, rownos$¢ Leibniza wymaga, aby
de +e- 01 = de, skad wynika, ze d1 = 0. Stad, poprzez dodawanie, dn = 0
dla dowolnej liczby catkowitej n, a poprzez rézniczkowanie ilorazu widzimy,
ze derywacja dowolnej liczby wymiernej takze si¢ zeruje. Poniewaz na kompu-
terze mamy jedynie liczby wymierne, wyglada, ze nasza abstrakcja na nic si¢
nie przydal

Tak jednak nie jest. Oczywistym przyktadem sa formy, struktury sktadniowe,
ktore przedstawiaja wyrazenia symboliczne. Programy komputerowe potrafia je
rézniczkowacé podobnie jak my to robimy na papierze. Wyrazenia te zawieraja
state liczbowe i referencje do operacji takich jak mnozenie, czy funkcji sinus.
Operacje te nie s3 wykonywane, tylko identyfikowane. Wyrazenia zawieraja
réwniez referencje do jakich§ ,,zmiennych rézniczkowania”, ktoére maja sens
nazw. Nie nalezy jednak sgdzi¢, ze to, 0 co chodzi, to obecnos¢ nazw czy symbo-
li. Ogodlnie rzecz biorgc, wyrazenia po prostu winny stanowi¢ algebre na tyle
skomplikowana, ze r6zniczkowanie (czyli derywacja) stang si¢ nietrywialne.

Dla nas wystarczy, aby$Smy operowali parami liczb, oznaczanymi e =
D(ey, e1). (D jest tu jedynie etykietg odrézniajgca te pary od innych). Pary liczb
w rachunkach wystepujg wszedzie. Liczby wymierne przedstawia si¢ jako pary
ztozone z licznika i mianownika. Liczby zespolone sg parami zawierajagcymi
cze$¢ rzeczywista 1 urojong. Rachunki geometryczne na plaszczyznie operuja
wektorami dwywymiarowymi. Nasze pary sg jeszcze inne z punktu widzenia
dziatan na nich.
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Tutaj ey 1 e; beda dowolnymi liczbami (zwyktymi), ktore moga stanowic
elementy wyrazen w naszych programach komputerowych. Jezyk programo-
wania, ktorym operujemy winien jednak umozliwi¢ zdefiniowanie operacji
arytmetycznych na takich parach, zwykle oznaczanych jako (a,b). Wiekszo$¢é
wspotczesnych jezykow programowania na to pozwala. Naszym jezykiem wzor-
cowym bedzie Python, do$¢ popularny w srodowiskach naukowych i w dydakty-
ce programowania.

Nasz uogoélniony model obliczen sprawdzi si¢ do kilka prostych przepisow,
0 nastepujacej intuicji: eq to jest ,,warto$¢ glowna” wyrazenia liczbowego, war-
tos¢, ktora bytaby jedyna w klasycznym programie bez zadnego rézniczkowa-
nia, za$ e jest to warto$¢ jego pochodnej. Pochodnej wzgledem czego? Wzgle-
dem pewnej szczegdlnej ,,zmiennej rozniczkowania”, ktora jest wyréznionym
obiektem w naszym programie komputerowym, ale nie jest zadnym symbolem!
Oto wigc nasze nowe ,,przepisy kuchenne” dla rozszerzonego programu nume-
rycznego, dos¢ oczywiste:

1. Wszystkie jawne stale ¢, np. 2, czy m, reprezentowane s3 przez pary

D(c, 0). Pochodna statej si¢ zeruje i to wszystko.

2. Wyr6zniona zmienna rézniczkowania o wartosci x ma posta¢ D(x, 1).
Powtarzamy: jej warto$¢ liczbowa x moze by¢ dowolna i jest to po prostu
wyrazenie, niemajace wigcej sensu ,,symbolicznego”, niz jakiekolwiek
inne. Ale jej pochodna jest rowna zawsze jednosci, to oczywiste.

3. Arytmetyka nowych wyrazen jest zgodna z intuicja. Dla dodawania mamy:

D(a,b) + D(c,d) =D(a+c, b+ ad).

4. Mnozenie jest zgodne z reguta Leibniza:

D(a,b)-D(c,d)=D(a-c,a-d+b-c).

Jak widzieliSmy, to wystarczy, aby zdefiniowa¢ dzielenie. Musi ono spetniaé¢

réwno$é¢ D(a, b)/D(c,d) = D(a/c, (bc — ad)/c?).

3. Funkcje elementarne

Wyrazenia arytmetyczne w programach zawieraja takze logarytmy, funkcje
trygonometryczne, itp. Ale jak obliczy¢ np. sin D(a, b), czy /D (a, b)? Teore-
tycznie wszystko mozna sprowadzi¢ w przyblizeniu do obliczen wielomiano-
wych i wymiernych, ale nam zalezy na doktadnosci.

Uzyskamy duze uproszczenie rozumowania zauwazajac, z€ nasze pary sg
rownowazne tzw. liczbom dualnym wymyslonym przez Clifforda. Zamiast
D(a,b) zapisujemy je jako z = a + €b, gdzie € jest specjalng, algebraicznie
niezalezng jednostka, analogiczng do jednostki urojonej dla liczb zespolonych,
tylko nilpotentng: €® = 0. (Fizycy czasami nazywaja zargonowo skladnik b
~fermionowym”, ze wzgledu na to, ze kwadrat fermionowej funkcji falowej
w mechanice kwantowej jest rowny zeru).
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Przy uzyciu tej notacji (i tej interpretacji) odtworzenie regut dodawania
i mnozenia dla par r6zniczkowych jest natychmiastowe. Dla dzielenia wystar-

czy zauwazyé, ze (a + eb) - (a — eb) = a?, co pozwala uprosci¢ mianownik:
a+eb

——=(a+eb): C;fd = % Ebcc_zad Wszyscy znajacy rozwijanie funkcji
W szeregi potegowe zauwaza, ze
eteh = . oh = 4. (1 4 €b), (3.1)

bo wyzsze potegi € znikna. Jest to zgodne ze wzorem na rézniczkowanie funkcji
wyktadnicze;j: (ef )' = e/ - f'. W naszej notacji bedziemy mieli exp D(a,b) =
D(expa,b-expa). Wzory na pierwiastek i logarytm uzyskamy przez odwra-
canie kwadratu i funkcji wyktadniczej, a funkcje trygonometryczne przez wzory
na sume¢ i rozwinigcie ich w szereg z doktadno$ciag do cztondow pierwszego
stopnia: sineb = €b, i coseb = 1. Oto niekompletna lista kilku funkcji elemen-
tarnych, rozszerzonych do naszej algebry rozniczkowe;:

expD(a,b) =D(expa,b - expa),

InD(a,b) = D(Ina,b/a),

sinD(a,b) = D(sina,b - cosa),

cosD(a,b) = D(cosa,—b -sina), (3.2)

b
arctan D(a, b) = D(arctana, m),

JD(a,b) = D(\/E,Z%).

Do tego mozemy dopisa¢ reguty obliczania innych funkcji cyklometrycznych,
funkcji hiperbolicznych, wyrazen D(a, b)P9D, a jesli ktos potrzebuje (i zna)
funkcje specjalne potrzebne w fizyce, np. funkcje Bessela, takze moze je dota-
czy¢ do powyzszych regul. Jesli napiszemy maly pakiet pozwalajacy na wyko-
nywanie standardowych operacji arytmetycznych na ztozonych strukturach
danych — parach, nasz program bedzie obliczat jednoczes$nie ,,wartosci gtowne”
oraz pochodne wyrazen, ktore dostaniemy ,,automatycznie”, nie musimy ich
specjalnie oblicza¢. Operator derywacji d jest po prostu selektorem drugiego
sktadnika w strukturze D (a, b).

4. Konstrukcja programu do rézniczkowania

Okreslenie ,,program do rézniczkowania” jest wigc cokolwiek niesciste. Jedyne,
co nalezy zaimplementowac, to konstrukcja ztozonych struktur danych — par,
oraz wyposazenie tych par w operacje arytmetyczne przedstawione w poprzed-
nim rozdziale. Program oblicza réwnocze$nie wartosci ,,gldwne” wyrazen
arytmetycznych i ich pochodne. Najwygodniej jest uzy¢ w tym celu tzw. jezyka
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obiektowego, pozwalajacego na definiowanie dowolnych ztozonych danych,
0 dowolnych wlasnosciach.

Nie mozemy zajac si¢ tutaj nauczaniem programowania w Pythonie. Oto
W olbrzymim skrocie struktura naszego dydaktycznego pakietu do rézniczko-

wania automatycznego, ktory jest dostepny przez internet (http):
users.info.unicaen. fr/~karczma/Foton/Progs/autodif.py

Nie ma on nadmiernych ambicji, i nie jest kompletny, ale jest w pelni uzy-
teczny i krotki (ponizej 100 krotkich wierszy), a wigc czytelny. W internecie
Czytelnik znajdzie i inne programy, np. moduly popularnego pakietu Scientific
Python. Polecamy rowniez stronice http: //www.autodiff.org/.

Nasz program definiuje klas¢ obicktow D (a,b), gdzie a, b sa dowolne, oraz
dzialania arytmetyczne na nich, a takze kilka funkcji elementarnych zgodnie
z dyskusja powyzej. Dostep do skladnikoéw par jest nastepujacy, jesli
z=D (x,y), x Otrzymamy jako z.e, a y, jako z.d.

Pakiet dopuszcza arytmetyke ,,mieszang”, np. 3+D(2.4,3.9) *7 i wprowa-
dza kilka uzytecznych skrétow, np. stale i zmienng: def cst(x): return
D(x,0.0) Oraz def var(x): return D(x,1.0).

Definicje funkcji elementarnych sa zgodne z (3.2), ale np. sinus hiper-
boliczny nie wymaga juz zadnych specjalnych elementow, wystarczy napisac
def sinh(x): return (exp(x)-exp(-x))/2. Ta definicja jest uniwer-
salna. Je$li zazadamy wartoSci sinh (1), otrzymamy ok. 1.1752012,
a sinh (var (1)) dostarczy D(1.1752012, 1.5430806). Python jest jezy-
kiem o typach dynamicznych, tj. procedury moga wykonywac rézne operacje
w zaleznosci od typow argumentow, a fukcje wyktadnicza zdefiniowalismy tak,
aby w razie gdy argument jest zwykta liczbg, dostarczata takze wartoSci liczbo-
wej. Zwykle funkcje arytmetyczne, ktore naleza do modutu standardowego
math, s3 nadal zawsze dost¢pne, ale majg nazwy prefiksowane przez liter¢ m,
np. m.exp (x).

Aby zrobi¢ wykres funkcji i jej pochodnej mozemy uzy¢ jednego ze standar-
dowych pakietow graficznych, np. bardzo dobrej biblioteki graficznej Matplot-
lib. Jesli t zawiera np. liste¢ argumentow x, np. od zera do 50, wykres funkcji
x*cos (x) wraz z wykresem pochodnej, otrzymamy poprzez instrukcje pro-
gramu ponizej. Jest on kompletny, tylko wymaga instalacji odpowiednich pa-
kietow.
from pylab import *
from autodif import *
t=linspace(0,50,600)
y=[var (x) *cos(var(x)) for x in t]
y0=[v.e for v in y]; yl=[v.d for v in y]
plot(t,y0,t,yl); show()
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5. Wyzsze pochodne

Wypada zastanowic si¢ jak rozszerzy¢ formalizm na wyzsze pochodne, réwniez
bardzo uzyteczne. Do obliczania krzywizn w geometrii potrzebujemy drugich
pochodnych, rozwinigcia w szereg Taylora wymagaja wyzszych pochodnych.
Sa one tez uzyteczne w technikach rozwigzywania rownan, w optymalizacji itp.

Niestety, nasza algebra wyrazen arytmetycznych rozszerzona o derywacje
nie jest ,,zamknieta”, tj. operator d dzialajacy na wyrazenie D(a, b) nie dostar-
cza wyrazenia podobnego typu, tylko zwykla liczbe. Nie da si¢ tego dalej roz-
niczkowaé. Tymczasem wyrazenia symboliczne po zroézniczkowaniu sg nadal
wyrazeniami symbolicznymi i rdézniczkowanie mozna wykonywaé dowolnie
wiele razy.

Jesli potrzebujemy tylko drugich pochodnych, lub z rzadka trzecich, nasz
formalizm (i nasz pakiet w Pythonie) jest wystarczajacy, cho¢ niezbyt wygod-
ny. Jesli zdefiniujemy p=var (var (1.0)), wartos¢ p**3 wyniesie D(D (1.0,
3.0), D(3.0, 6.0)). Ostatni czton jest druga pochodng. Pierwsza wystepu-
je podwojnie, w czlonach posrednich. Funkcje elementarne takze ,,dziatajg”
prawidlowo, np. exp (p) daje D(D(2.718282, 2.718282), D(2.718282,
2.718282)). Jest to mozliwe gdyz nasze funkcje sa rekursywne, wywotuja
same siebie dla sktadnikoéw par i korzystaja z funkcji standardowych tylko gdy
typ argumentu jest juz czysto liczbowy. Wida¢ jednak, ze obliczanie w ten spo-
sob np. dziesiatej pochodnej jest dos¢ niewygodne, a wyniki sg mato czytelne.
Na skutek powielania cztonéw posrednich, wynik moze zajaé grubo ponad stro-
ne tekstu.

OczywiScie mozna to nieco zracjonalizowaé. Czytelnik zechce sam popra-
cowac nad formalizmem, ktory rozszerza algebrg Clifforda, z wyrazeniami typu
z=a+eb+nc, gdzie n=¢€2, a €>=n%>=en=0. Pozwoli to oblicza¢
wszystko z doktadno$cia do drugiej pochodnej, pracujac na wyrazeniach klasy
D(a,b,c). Ale ta algebra nadal nie jest zamknieta, otrzymanie wyzszych po-
chodnych cierpi na ten sam problem co poprzednio.

Gdyby bylo mozliwe operowanie listami o nieskonczonej dtugosci
D(ey, €q1,€5, ..., €y, -..), teoretycznie problem bylby rozwigzany. Wyrazenie
bedace elementem algebry roézniczkowej, na ktérym mozna dokonywaé dziatan
arytmetycznych, oblicza¢ funkcje, a takze rézniczkowac, nalezatoby do zamknie-
tej dziedziny. Stale to wyrazenia D(x,0,0,...), zmienna, to: D(x,1,0,0,...),
a derywacja wyrazenia D(eq, eq, €5, ..., €5, ... ) dostarcza D(eq, e,, ..., €5, ... ). TO
jest rowniez nieskonczona lista, a wigc wyrazenie tego samego typu co orygi-
nalne, algebra sie zamyka.

Czytelnik przyzwyczajony do ,,klasycznego” programowania zlapie si¢ tu za
glowe... Po pierwsze, w skonczonym komputerze nie da si¢ umiescic¢ nieskon-
czonych list, trzeba je jako$ urwaé. Po drugie, operacje matematyczne na tych
urwanych, ale dtugich listach chyba beda dos¢ skomplikowane, nieczytelne,
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trudne do implementacji, i beda zawieraly sporo elementéw ,,administracyj-
nych” kodu, kontrolujacych, aby urywanie wszystkich operacji odbywato si¢ na
tym samym poziomie. Wiadomo, ze programy do rachunkéw perturbacyjnych
sa bardzo nieprzyjemne. Jednym stowem, moze juz lepiej uzy¢ pakietow sym-
bolicznych, mimo tego, ze dziesigta pochodna w miar¢ skomplikowanego wy-
razenia moze ,,rozsadzi¢” komputer wzorem, z ktoérego nie ma pozytku, a po-
trzebna jest jedna liczba?...

Na szczgscie nie jest tak. Technika, ktora przedstawimy ponizej, nadaje si¢
bardziej do jezykow tzw. ,leniwych”, takich jak Haskell czy Clean, ale i w Py-
thonie mozna jg zaimplementowaé, cho¢ jest to na tyle skomplikowane, ze
omowimy tylko ogdlne zasady, ktore mozna zawrze¢ na jednej—dwoch stroni-
cach tekstu. Najistotniejsze jest to, ze w strukturach danych w programie,
w parach, listach itp., elementami nie musza by¢ liczby, ale takze funkcje:
mozemy pobra¢ warto$¢ pewnego elementu danych i zastosowa¢ jg do jakiej$
warto$ci liczbowej (lub innej). (Nie jest to zadna nowos¢ ani ciekawostka, tej
techniki uzywa si¢ od zarania komputerow, tylko przez wiele lat proste jezyki
programowania ukrywaty to przed poczatkujacymi...). Oto sposob na genero-
wanie i operowanie potencjalnie nieskonczonymi ciagami danych.

5.1. Programowanie ,,leniwych list”

Ten rozdziat jest poswigcony pewnym elementom programowania list lub cig-
gow. Jesli nasz jezyk programowania umozliwia operowanie parami (a,b) ztozo-
nymi z dowolnych elementow, wystarczy to do ztozenia ciggow o dowolnej diu-
gosci, ciagg [a,b,c,d] moze zosta¢ zrealizowany jako struktura (a,(b,(c,(d,NIC)))),
gdzie NIC jest wyr6znionym obiektem — znacznikiem, ktory stuzy tylko do sy-
gnalizacji, ze lista si¢ konczy. Geometrycznie mozna to sobie wyobrazi¢ na ry-
sunku ponizej.

A4
A4

| —_—

| |
I i Io

Rys. 1. Listy ztozone z par

Takie listy mozemy tworzy¢ w prawie wszystkich uzywanych aktualnie je-
zykach programowania. Wyobrazmy sobie, Ze w naszym programie dysponu-
jemy parami L(a,p), gdzie a jest liczba, ale p jest ,,demonem” — obiektem-
procedura, ktorej wywotanie dostarczy dopiero jakiej$ wartosci. Jakiej? Sztuka
polega na tym, ze to wywotanie dostarczy innej pary, L(b, q), gdzie b jest na-
stepnym elementem ciggu, a ¢ — nastgpnym demonem, ktoérego wywotanie da
nam kolejng warto$¢ w ciagu, itd. Mozemy to powtarza¢ dowolnie wiele razy,
dziesi¢¢, albo milion. To stanowi naszg ,,nieskonczong” list¢ danych. Nie cho-
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dzi o to, ze jest ona fizycznie nieskonczona, jest to oczywiscie nonsensem, ale
0 to, ze w ogoble nie musimy mysle¢ o tym, gdzie ona si¢ konczy. Jesli potrzebu-
jemy 3 elementy, generujemy 3, je$li milion — milion i ani jednego wigcej. Pro-
gram optymalizuje wywolania, jesli odwotali$my si¢ do elementu p W pierwszej
parze, zostanie on fizycznie zastapiony przez par¢ L(b,q) i nastgpnym razem
juz dostaniemy b bez potrzeby wywotania procedury p. Czytelnik zechce zro-
zumie¢ ponizsza definicje ,,stalej” w programie:

def lecst(c):

def zr() :return L(0.0,zr)
return L(c,zr)

Ta funkcja, analogiczna do poprzednio wprowadzonej est (c), ktora dostarcza-
ta D(c, 0), zawiera wewnetrzng funkcje zr () (bezparametrowa), ktorej wywo-
tanie tworzy pare L(0, zr). Odniesienie si¢ do drugiego elementu tej pary, tj. do
»ogona” listy, zamienia odno$nik do tej funkcji na nastepna parg o identycznej
wartosci. W ten sposob mamy liste o potencjalnie nieskonczonej liczbie zer,
ktére sa generowane w miare potrzeby.

Aby otrzymaé ,,zmienng rdézniczkowania” x, tworzymy po prostu obiekt
L(x,lest(1.0)), co generyje liste [x,1,0,0, ...].

5.2. ,Leniwa”, rekurencyjna arytmetyka

Nasze przepisy dotyczace operacji arytmetycznych nie sa o wiele dluzsze od
poprzednich, zawieraja jednak pewien element programowania, ktory typowo
nie jest uczony na studiach fizyki, mianowicie odroczong rekursje. Zauwazmy,
ze w definicji funkcji zr odnosi si¢ ona do same;j siebie, ale si¢ nie wywoluje.
Wywotanie nastgpi dopiero na wyrazne zyczenie, w dowolnym po6zniejszym
momencie. W podobny sposob konstruujemy operatory arytmetyczne. Na przy-
ktad, aby doda¢ do siebie dwie leniwe pary p i q, o sktadnikach p.e i p.d itp.,
mozemy zaprogramowac

def add(p,q):
def der():
return add(p.d() ,g.d())
return L(p.e+q.e,der)

i to praktycznie wszystko. Nasz program, dostepny w tym samym folderze, co
poprzedni i noszacy nazwe¢ lautodif.py, jest ustrukturowany nieco inaczej,
operator dodawania nie nazywa si¢ add, i jest tzw. metoda w klasie par repre-
zentujacych ciagi. Wywotanie p.d() nie tylko oblicza odroczona warto$¢
»ogona” ciggu, ale zastgpuje w sktadnik d wewnatrz p przez obliczong wartos¢.
UwzgledniliSmy mozliwos$¢ arytmetyki mieszanej, kombinujacej liczby (trak-
towane jako stale) i pary. Sa to jednak szczegdly techniczne, wazne tylko gdy-
by kto$ chcial zrozumie¢ i np. rozszerzy¢ nasz pakiet.
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Mnozenie kryje w sobie nowy element rekurencyjny. W odroznieniu od po-
przedniego modelu, teraz pochodna to jest znowu para, ktorej pierwszy element
dostarcza liczby, o ktérg ostatecznie chodzi. Procedura mnozaca bedzie miata
zgrubsza strukture ponizsza:

def mul(p,q):
e=p.e*q.e
def £f1():
return mul (p,qg.d()) + mul(q,p.d())
return L(e, fl)

(ZastgpiliSmy add przez operator dodawania. W naszym pakiecie takze
mnozenie jest identyfikowane przez operator * wygladajacy nieco inaczej niz
powyzsza procedura mul). Pozostawiamy Czytelnikowi skonstruowanie zblizo-
nej (prostszej) procedury, ktora leniwie mnozy cigg przez stalg liczbowa. Po-
minmy odejmowanie i dzielenie, ktore definuje si¢ w sposob analogiczny i za-
konczmy rozdziat przedstawieniem kilku funkcji elementarnych na ciagach.

Logarytm jest bardzo prosty, jesli p = L(e,d), otrzymamy algorytm
Inp = L(Ine, A:d()/p), gdzie forma (A:wyrazenie) jest bezparametrowg
funkcja obliczajaca odroczone wyrazenie. W Pythonie mozna to zaprogramo-
wac¢ jako anonimowa funkcje-forme lambda, albo przy pomocy wewnetrznych
funkcji £1, jak w przyktadach powyzej.

Aby obliczy¢ funkcje wyktadnicza, winniSmy przej$¢ do nastgpnej klasy
wnaszej szkolce programowania leniwego. Przypominamy, ze (expe)’ =
e’ -expe. Mozna to zaprogramowaé bezposrednio, tylko po co wielokrotnie
w ciggu pochodnych wielokrotnie oblicza¢ exp e? Podobnie jest z pierwiast-

kiem: (\/E)' = e'/2+/e. Ale normalne (tj. nie leniwe, takie jak Haskell czy Cle-
an) jezyki programowania nie dopuszczajg konstrukcji typu rOwnan p = £ (p),
gdzie p po obu stronach oznacza to samo. W Pythonie nasz program bedzie
miat nastepujaca (z grubsza) strukture:

def exp(p):
r=LL(exp(p.e) ,None) # None jest dowolnym wypelniaczem.
def fl1( ):return p.d()*r
r.d=£f1 # Wymiana wypelniacza na wtasciwag wartoscé
return r

Czytelnik jest w ten sposob przygotowany do skonstruowania samemu procedur
na pierwiastek, arctan, czy funkcje trygonometryczne, a takze na opracowanie
wilasnych, specjalnych procedur rézniczkowania funkcji charakteryzujacych si¢
specyficznymi wilasnosciami. Jest to dos¢ wazne dla optymalizacji wyzszych
pochodnych.
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5.3. Uwaga metodyczna

Naszym celem nie jest zaoferowanie Czytelnikowi profesjonalnego, dobrze zop-
tymalizowanego pakietu do rézniczkowania algorytmicznego, tylko przedstawie-
nie ogdlnych zasad. Nasz pakiet (w aktualnej wersji) zawiera nieoptymalnosci,
ktore zreszta dotycza réwniez programow do rézniczkowania symbolicznego:
wyktadniczy wzrost — ,,wybuch” — dlugosci wyrazen posrednich przy obliczaniu
wyzszych pochodnych. Wezmy przykladowe wyrazenie sin (x) *exp (-x*x)
i obliczmy r¢cznie np. dziesigta pochodng. Jest to do$¢ okropne... Programy
symboliczne generujg bardzo dlugie formy strukturalne, ich upraszczanie trwa
wigc dos¢ dlugo. U nas nie ma symboli, ale pamig¢ jest zajmowana przez pary
zawierajgce ,,odroczone” obiekty funkcyjne, generowane dynamicznie podczas
wykonywania programu. Ich przetwarzanie takze trwa dlugo i moze takze za-
tka¢ dostepna pamigc, ale tak, czy inaczej, nasz program moze by¢ ekonomicz-
niejszy 1 pozwoli¢ na obliczanie niektorych wyrazen, z ktorymi np. Maple ma
ktopoty. (Bywa jednak odwrotnie, o ile Maple jest w stanie dokona¢ daleko
idacych uproszczen wyrazen posrednich). Nie jest to oczywiscie krytyka pakie-
tow symbolicznych, sg one o wiele potezniejsze i stuzg innym celom. Zagad-
nienie optymalizacji takich rachunkow jest ciggle przedmiotem prac naukowych
i nie mozemy mu po§wieci¢ tutaj wiecej miejsca.

Czytelnik moze jednak sprobowaé sam dokona¢ pewnych optymalizacji, np.
nie ma sensu generowanie ciggu zer, skoro wiadomo, ze tak si¢ jawnie koncza
pewne ciagi; mozna to zastgpi¢ przez jedno zero liczbowe i odpowiednio zmo-
dyfikowa¢ program. Mozna tez prosto zoptymalizowa¢ rozniczkowanie wielo-
mianow, traktowanie potggi x™ inaczej niz iterowane mnozenie pozwoli (Cza-
sami) unikng¢ ,,wybuchu” reguty Leibniza przy obliczaniu wyzszych pochod-
nych. To jest naprawde wazny problem! Przypus¢my, ze chcemy obliczy¢
w petli dwudziesta pochodng funkcji e~**/2: moze to postuzy¢ do obliczenia
funkcji Hermite’a, niezwykle waznych w mechanice kwantowej. Dziesiata po-
chodna wymaga utamka sekundy. Dwunasta — okoto 0.16 (na moim kompute-
rze). Pietnasta: 1.7 sekundy, a dwudziesta ponad 80 sekund! Tzw. eksponen-
cjalna zlozono$¢ obliczeniowa moze by¢ zabdjcza. Jednak nie nalezy myli¢
trudnosci algorytmicznych z niestarannym kodowaniem! Ten wykres, dla funk-
cji Hermite’a pigédziesiatego rzedu:

=T C T 3 0

Rys. 1. Funkcja Hermite’a pigcédziesiatego rzedu
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zostal wygenerowany w czasie pot sekundy, tymczasem trywialne skorzystanie
z naszych procedur rozniczkujacych zajeto by czas przekraczajacy czas zycia
Wszech$wiata (szacujemy, ze ok. 102 sekund...) W przypadku procedur rekur-
sywnych oplaca si¢ czasami zapamigtywanie i powtérne wykorzystanie juz raz
obliczonych wartos$ci. W naszych procedurach rézniczkujacych nie zawsze jest
sensowne odraczanie wszystkiego, czesto jest rozsadniejsze obliczenie od razu
czego si¢ da, byle by nie rozwijac¢ niepotrzebnie wyrazen, ktorych aktualnie nie
potrzebujemy. Leniwe programowanie jest pewng sztuka!

Zakonczymy ten rozdzial zabawnym
rozwinigciem w szereg pewnej funkcji uzy-
tecznej w wyrafinowanej fizyce teoretycznej, °
ale rzadko spotykanej na co dzien, funkcji
Lamberta W (x), ktora nie ma prostego wzo-
ru analitycznego, natomiast znana jest funk- o0
cja do niej odwrotna: x(W) = We". Jak
rozwing¢ funkcje W (x) w szereg potggowy
w zerze? B R S R R S R SR

Pochodna funkcji odwrotnej wynosi
dx/dw =e"(1+ W), czyli pochodna
funkcji Lamberta spetnia réwnos¢ dW /dx = exp(—W)/(1 + W). Ciag po-
chodnych w zerze (znany analitycznie, n-ty czton jest rowny (—n)™"1) otrzy-
mamy nastepujgcym programem:
def lambert( ):

w=L(0.0,None)

def f1l():return exp(-w)/ (1l+w)
w.d=£f1

return w

05

Rys. 3. Funkcja Lamberta

Program btyskawicznie wygeneruje ciag liczb {0.0, 1.0, —2.0, 9.0, —64.0, 625.0,
—7776.0, 117649.0, ...}

6. Przypadek wielu zmiennych (rézniczkowanie w wielu wymiarach)

Uogolnienie przedstawionego formalizmu na wiele zmiennych jest tatwe do
wyobrazenia. W dalszym ciggu opiszemy jedynie problem obliczania pierw-
szych pochodnych (gradientow), aczkolwiek fizykowi przydaje si¢ bardzo zna-

2

jomo$¢ Hesjanow — macierzy drugich pochodnych: ai- afx-’
i0Xj

czy Laplasjanow —

92 92 . , . . C ..
sum: a—xj; + -+ #. Musimy dysponowaé wieloma ,,zmiennymi rdzniczko-
1 n

wania”, struktura D(x,1) nie wystarczy. Zagadnienie staje si¢ wielowymia-
rowe, wektorowe.
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Ten rozdziat bedzie schematyczny, podamy tylko gléwne zasady postepo-
wania, bez szczegotow, ktore niewiele wnoszg do samego formalizmu. Rozsze-
rzenie programu autodif.py na wektory nosi nazwe¢ vautodif.py i miesci
si¢ w tym samym folderze co reszta. Ten program nie jest autonomiczny, wy-
maga popularnej biblioteki numpy, utatwiajacej operacje na tablicach i ktora
zastapi rowniez standardowy modut math. Praktycznie kazdy fizyk, czy inzy-
nier programujacy w Pythonie instaluje sobie numpy, a jesli Python jest insta-
lowany centralnie w jakiej$ placowce dydaktycznej, administratorzy systemu
winni to zrobi¢ od razu.

Klasa struktur danych opisujacych wyrazenia nazywa si¢ V. W tej klasie de-
finiujemy pewng statg n, ktora opisuje wymiar przestrzeni, tj. liczbe zmiennych
niezaleznych w sensie rézniczkowania, np. 3. Tak, jak poprzednio tworzymy
pary V(a,b), z tym, ze b jest wektorem — tablicg, n-elementowa. Stata ma po-
sta¢ V(c,[0,0,0 ...]), a k-ta zmienna: V(x, [0, ...,0,1,0, ... ]), z jedynka w pozycji
k-tej, dlak od zeradon — 1.

Tutaj forma [a, b, c] jest skrotem, kodowanie w Pythonie ma posta¢ ar-
ray([a,b,c]). Tablice W numpy sg niezwykle wygodne w operowaniu. Jesli
A i B sa tablicami, wystarczy napisa¢ A * B, lub A + B, aby je pomnozy¢ lub
doda¢, element po elemencie. Wyrazenie ¢ * A daje wynik mnozenia tablicy
przez stalg liczbowa, a np. sin(A4) dostarcza tablicy sinuséw elementow.

Tak wigc, o dziwo, dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie form
V(a,b) ma doktadnie te samq posta¢ co w przypadku skalarnym! Funkcje
arytmetyczne rdéwniez zachowujg sie podobnie, np. sinV(e,[a,b,c]) =
V(sine,cose - [a,b,c]). Tak wiec, dostaliSmy pakiet wielowymiarowy prak-
tycznie za darmo. Rozszerzenie go na wyzsze pochodne takze nie jest trudne,
ale zmudne, zostawimy to juz ambitniejszym Czytelnikom.

7. Whnioski koncowe

Przedstawione modele rdézniczkowania automatycznego nie sa jedyne. Nie
omo6wilismy bardzo frapujacej techniki tzw. rézniczkowania odwrotnego, gdzie
fragmenty (zmodyfikowanego) programu numerycznego wykonuje si¢ ,,do tytu
w czasie”, od koncowych wynikéw, do zmiennych niezaleznych. Nie po§wigci-
liSmy uwagi technikom ,,polsymbolicznym”, w ktorych specjalny preprocesor
modyfikuje tekst zrodtowy oryginalnego programu numerycznego, tak, aby
program liczyt tez dodatkowo pochodne; jest to w pewnym sensie rownowazne
uzyciu pakietu symbolicznego, tylko podczas kompilacji programow w Fortra-
nie itp.

Sytuacja, w jakiej znajduje si¢ dziedzina rozniczkowania algorytmicznego,
jest zastanawiajgca. Dysponujemy technika uzyteczna, efektywng i tatwa, opa-
nowang i rozwijang od wielu lat, a tymczasem fizykow jej si¢ albo w ogodle nie
uczy, albo bardzo rzadko i powierzchownie. Sg dziedziny, w ktdrych r6znicz-
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kowanie automatyczne zdobylo sobie juz trwate miejsce, np. w analizie efek-
tywnosci i stabilnosci skomplikowanych obiektéw przemystowych (np. reakto-
row jadrowych), a takze w meteorologii i gdzieniegdzie w astronomii oblicze-
niowej, ale w typowej fizyce — wedle danych, ktorymi dysponujmy — jeszcze na
0go6l nie.

Jest to jedynie kwestia tradycji. Tzw. ,,skomputeryzowani fizycy” sg raczej
konserwatystami, programy w fizyce sa do$¢ proste, usiluje si¢ je pisac¢ tak,
aby maksymalnie wykorzysta¢ istniejgce biblioteki oprogramowania, a te, np.
w Fortranie, nie sa dostosowane do specyficznych, nietypowych struktur da-
nych algebraicznych. Istniejg oczywiscie odpowiednie programy w Fortranie
(ADIFOR, TAPENADE, czy OpenAD/F) do rézniczkowania automatyczne-
go, ale wymagaja one dobrego ich opanowania i nadaja si¢ bardziej do skom-
plikowanych obliczen profesjonalnych, niz do dydaktyki.

Ponadto wsrod fizykow ped do obliczen jak najszybszych jest wyrazny
i dos¢ zrozumiaty, a uzycie wyrafinowanych metod strukturalnych na ogot
spowalnia obliczenia. Pewnym paradoksem w $wiecie fizyki i innych srodowisk
prowadzacych intensywne obliczenia jest powazniejsze skoncentrowanie uwagi
na szybkosci samych programoéw, niz na stracie ludzkiego czasu potrzebnego do
kodowania, optymalizacji, parametryzacji i zwtaszcza poprawiania programow.
Miejmy nadzieje, ze to si¢ jednak zmienia, gdyz zubaza dydaktyke w tej dzie-
dzinie...

Programy, ktore oferujemy Czytelnikom nie majg charakteru pakietoéw uzytko-
wych, profesjonalnych (cho¢ zostaty one nieco zoptymalizowane w poréwnaniu
do dyskusji w tekscie). Moga jednak postuzy¢ do dalszych eksperymentdéw
w tej dziedzinie.

Zainteresowanych prosimy o kontakt (jerzy.karczmarczuk@unicaen.fr).



