46 FortoN 111, Zima 2010

Obwody elektryczne i liczby zespolone
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1. Wstep

W Fotonie 94/2006 zostat opublikowany artykut Jerzego Gintera ,,Obwody pradu
przemiennego bez liczb zespolonych”. Czytelnik mogl zauwazy¢, ze opis prze-
biegdéw natgzenia i napigcia pradu zmiennego w tych obwodach wymaga elemen-
tarnych, ale czgsto zmudnych rachunkéw trygonometrycznych oraz odrobiny
rachunku rézniczkowego i catkowego, ktore pozwalaja powiaza¢ natgzenie
z napieciem na oktadkach kondensatora czy na zaciskach solenoidu.

Celem artykutu jest przedstawienie alternatywnego sformulowania tych ra-
chunkoéw, niewymagajacego — na ogot — rozniczkowania ani catkowania, oraz
operujacego funkcja algebraicznie prostsza niz trygonometryczne: funkcja wy-
ktadnicza. Przesunigcia fazowe itp., oblicza si¢ wowczas prosciej. Cena, ktora
trzeba zaplaci¢ jest uzycie liczb zespolonych, konstrukcji wykraczajacej poza
program licealny, ale ktore sa wprowadzane od poczatku na wszystkich studiach
fizyki oraz technicznych na catym swiecie. Nie da si¢ ich unikna¢ i nie nalezy si¢
ich obawia¢, gdyz rachunki zespolone sa stosunkowo proste i czgsto bardzo za-
bawne. Wiele jezykow programowania ma wbudowane operacje na liczbach ze-
spolonych, a w wielu innych mozemy takie operacje tatwo skonstruowac¢ sami.

2. Co to sg liczby zespolone

Celem tego zwartego wstepu jest jedynie dyskusja podstawowych wlasnosci
algebraicznych tych obiektéw matematycznych. Wszyscy ,,wiedza”, ze rbwna-
nie x* = —1 nie ma rozwiazan. Scilej méwiac, nie ma rozwiqzan rzeczywistych.
Jednak to ,,nieistnienie” rozwiazan ma podobny charakter jak brak rozwiazan
réwnania 2x = 1, jesli ograniczy¢ sig do liczb catkowitych, lub réwnania x* = 2,
jesli nie chcemy wyjs¢ z dziedziny liczb wymiernych.

Matematycy maja jednak przywilej do tworzenia bytow nieoczywistych
i obiekt v/—1 pojawit si¢ w nauce juz bardzo dawno temu, pewne spekulacje
mozna juz znalez¢ w literaturze starogreckiej. Powazniejsze prace siggaja XVI
wieku (Cardano). W 1637 Descartes nazwat ten obiekt ,,liczba urojong”.

Liczby te doczekaly sig trwatego obywatelstwa w matematyce dopiero 100 lat
pbzniej, w czasach Eulera. W szczegolnosci niezbyt przychylnie traktowano wia-
Snos¢ \/—_1 \/—_ =—1, ktéra gwalcila uznane od dawna prawo \/Z \/Z = x/E .
Nalezato przyjrze¢ sig glgbiej wlasnosciom funkcji %/_ i uzna¢, ze fakt iz pier-
wiastek kwadratowy jest funkcja dwuwarto$ciowa, np. Va=12 , jest dos¢ fun-
damentalny...
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Liczba zespolong bedziemy nazywac obiekt zapisywany jako x+iy, gdzie i

jest nasza liczba urojona, i = V-1 , ax 1y sazwyklymi liczbami rzeczywistymi.
(Inzynierowie czesto uzywaja litery j zamiast i, gdyz / zwyczajowo oznacza
natezenie pradu i obawiano si¢ pomytek). Liczby rzeczywiste mozna traktowac
jako zespolone z zerowa czgscia urojona: a=a + 0 - i.

Algebra tych liczb wyglada do$¢ standardowo. Mnozenie przez liczbe rze-
czywista ma postaé: a(x + iy) = ax + iay. Dodawanie i mnozenie spetniaja na-
stepujace wlasnosci:

(a+ib)+(ct+id)=(a+c)+ilb+d), (1)
(a+1ib) - (c +id) = (ac — bd) + i(ad + bc). 2)

Odejmowanie wyglada podobnie jak dodawanie, dzielenie takze jest tatwe.
Wprowadzmy pojecie sprzgzenia zespolonego. Jesli z = x + iy, liczba don sprzg-
zona bedzie z definicji z =x — iy. Latwo sprawdzi¢, ze zz =x* + )% i jest licz-
ba rzeczywista (brak cztonu z i). W zwiazku z tym odwrotno$¢ liczby zespolo-
nej mozemy obliczy¢ nastgpujaco:

1_ =z X . )
1_2_ _ 3
z zz x*+)? lx2+y2 (3)

Stad w oczywisty sposob wynika wzor na dzielenie z/w = % -zw . Liczbg

rzeczywista |z =z =[x + y? nazwiemy modulem, lub warto$cia bez-
wzgledna liczby z. Liczbe |z| okresla sie takze jako norme z. Gdy spotykamy si¢
po raz pierwszy z liczbami zespolonymi, jedna z pierwszych watpliwosci jest:
a co bedzie jesli chcemy obliczy¢ Vi? Czy zmusi nas to do wprowadzenia ko-
lejnych, jeszcze bardziej ,,urojonych” twordow? Otoz nie. Ciato liczb zespolo-
nych jest zupeine, wielomian N-tego stopnia ze wspotczynnikami zespolonymi,
posiada gwarantowanie N pierwiastkow (zer; niekoniecznie réznych). I tak fa-

S ; 1 .
two sprawdzi¢, ze Ji= +—0+i).
V2

3. Interpretacje geometryczne liczb zespolonych i formula Eulera

Mozemy zada¢ pytanie: ,,gdzie leza liczby zespolone™? Na osi rzeczywistej nie
ma dla nich miejsca. Poniewaz strukturalnie liczba zespolona z = x+iy zawiera
t¢ sama informacj¢ co para liczb rzeczywistych (x, y), naturalne byto spostrze-
zenie, ze liczby te trzeba ulokowa¢ w przestrzeni dwuwymiarowej, na plasz-
czyznie. Pierwszym, ktory opisat t¢ interpretacje, w 1799 roku, byt Caspar We-
ssel, ale pewne rozwazania mozna znalez¢ juz u Wallisa, sto lat wczesniej.
Plaszczyzne zespolona spopularyzowal dopiero — wiele lat pozniej — Gauss,
majacy olbrzymi wptyw na wspotczesnych. Czesto wige mowi si¢ o plaszczyz-
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nie Gaussa (cho¢ i sa tacy, ktorzy wola mowic, jeszcze z innych historycznych
powodow, o diagramie Arganda).
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Rys. 1. Plaszczyzna Gaussa: z = x + iy

Okrag na rysunku 1 przedstawia miejsce geometryczne liczb zespolonych
o module rownym jednosci. Dowolng liczbe z mozemy naturalnie przedstawi¢
W postaci z = |z] (fc + 1)7) Po wylaczeniu normy, cze$¢ rzeczywista: x i urojona:
y spehiaja zwiazek x2 + p2=1. Mozemy z oczywistych wzgledow napisac:
z = |z|(cos(p)+i sin(p)). Jednak mozna to zapisa¢ prosciej. Leonhard Euler wy-
kazal, Ze nastgpujaca rownos¢ ma miejsce:

cos(x) + i sin(x) = e, 4)

dla dowolnej liczby x. Tak wiec, z = |z|€". Kat ¢ bywa nazywany argumentem
albo faza liczby zespolone;j z.

Szczegdlna postacia formuty Eulera jest €™ + 1 = 0, wzor, ktorego intuicyj-
nie pojac nie sposob, ale ktdry wiaze w jedno rOwnanie 5 najwazniejszych liczb
w matematyce: 0, 1, i, e, oraz 7. Dowodéw formuly Eulera jest sporo, najpro-
Sciej jest zauwazy¢, ze funkcja f{x) = €” réwna jest jednosci dla x = 0 i spetnia
roOwnanie rozniczkowe f(x) = if(x). Doktadnie takie same wlasnosci ma funkcja
g(x) = cos(x) + i sin(x). Te dwie funkcje musza wigc by¢ identyczne. Czytelnik
zechce sprawdzi¢, ze pochodna wyrazenia (cos(x) + i sin(x))/exp(ix) si¢ zeruje,
wiec to wyrazenie jest stala, ktora musi by¢ rowna 1.

Formuta Eulera ma sporo zastosowan. Pozwala wykorzysta¢ funkcje wy-
ktadnicza zamiast trygonometrycznych, z poézniejsza separacja czgsci rzeczywi-
stej i urojonej. Pozwala wyrazi¢ potegi cos(x)" i sin(x)" przez sinusy i kosinusy
zwielokrotnionego argumentu x dzigki tozsamosciom: cos(x) = (& + e )2,
oraz sin(x) = (™ — e ™)/A2i). Pozwala oblicza¢ takie nieintuicyjne wielkosci

jak i, sprawdzmy: ' = exp (%z . i) = exp(— %) . Formuta Eulera pozwala takze

zorientowaé sig, co to jest logarytm z liczby zespolonej: log(z) = log(|z|e?) =
log(|z]) + ip.
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4. Zespolony zapis pradu zmiennego

PrzejdZzmy teraz do opisu pradu zmiennego za pomocg liczb zespolonych. Jesli
zmienna sita elektromotoryczna w obwodzie wyraza si¢ sinusem albo kosinu-
sem (co jest konwencja), np.: E = E, cos(wt), przyjmiemy zapis E = Ey exp(iwt)
i w przypadku jesli w koncu rachunkéw bedzie nam potrzebna zalezno$é¢
liczbowa napigcia lub natezenia od czasu, wybierzemy warto$¢ sktadowe;j
rzeczywistej otrzymanego wyrazenia zespolonego. Wybor kosinusa lub sinusa
do opisu zmian sily elektromotorycznej zalezy od ustalenia fazy poczatkowej
i zwykle nie ma znaczenia dla rachunkéw. Prawo Ohma i prawa Kirchhoffa
funkcjonuja dalej, tylko wzory wyrazajace napigcia i natezenia pradu staja si¢
zespolone i nie maja natychmiastowej interpretacji fizycznej. Jednak, zarowno
czgs¢ rzeczywista jak i sktadowa urojona tych wyrazen sa liczbami rzeczywi-
stymi i ich interpretacja jest naturalna. Mozna zada¢ pytanie: jesli fizyczne na-
tezenie pradu jest rowne Acos(wt), a my je zapisujemy w postaci zespolonej
funkcji wyktadniczej, to czemu fizycznie odpowiada czg$¢ urojona, ale nie na-
lezy doszukiwa¢ sig ,,dziwnej” fizyki w technikach $cisle rachunkowych. Licz-
by zespolone w teorii elektrycznos$ci (a takze w teorii fal elektromagnetycz-
nych) sa bardzo pozyteczne, ale sa jedynie chwytem obliczeniowym. W tym
przypadku cze$¢ urojona odpowiadataby po prostu innej konfiguracji dyna-
micznej, schematowi, w ktorym nat¢zenie ma przesuni¢ta faze w stosunku do
kosinusa. (Dla porzadku mozna wspomnie¢, ze w mechanice kwantowej sytu-
acja jest o wiele bardziej skomplikowana, tam podstawowe wielkosci jak wek-
tory standw i podstawowe rownania maja sktadowe zespolone od poczatku i ich
interpretacja wymaga zupetnie innego spojrzenia na struktury matematyczne
opisujace fizyke...)

5. Impedancje: zespolone opornoSci

Spadek napigcia na oporniku o opornosci R jest rowny
Ur = I - R, gdzie I jest natgzeniem pradu. Poniewaz
w przypadku indukcyjnosci pojawia si¢ sila elektro-
motoryczna samoindukcji, zwiazana z pochodnq na-
tezenia, co w przypadku kosinusoidalnego pradu
zmiennego zamienia kosinus na sinus, okazato sig, ze
najprosciej to wyrazi¢ przypisujac solenoidowi zespo- Rys. 2. Obwod RL
lonq ,,opornos¢”: impedancje réwna ZL = iwl.

Spadek napigcia na szeregowo potaczonych LR przyjmie wigc posta¢ U = IZ,

gdzie Z = (R + iwL). Modut tej wielkos$ci wynosi |Z] = v R? + w?>[? . Zgodnie
z formuta Eulera, faza wyraza si¢ zalezno$ciami trygonometrycznymi:

cosp) = (575 sinp)= (s T tele) = G (5)
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Jesli natezenie pradu wyraza si¢ wzorem [ = [pe'”, natychmiast wida¢, ze
spowoduje to przesunigcie fazy napigcia wzgledem natgzenia: U = Iy|Z] exp(iwt
+ @), jak opisano w artykule J. Gintera. Poniewaz przy mnozeniu funkcji wy-
ktadniczych, wyktadniki si¢ po prostu dodaja, obliczenie przesunigcia fazy nie
wymaga kombinowania funkcji trygonometrycznych.

W podobny sposoéb opisujemy kondensatory w uktadzie. Kazda pojem-
no$¢ C charakteryzuje si¢ zespolona impedancja Zc = ﬁ = —i/(wC). Tak
wige w formutach opisujacych obwod RLC, indukcyjnos¢ i pojemnos¢ wchodza

w postaci kombinacji (a)L —%) , jak we wzorach (31) — (35) u J. Gintera.

Warto$¢ bezwzgledna impedancji pojemnosciowej jest odwrotnie proporcjonal-
na do pojemnosci, tj. duze kondensatory ,,przewodza lepiej”, ale przesunigcie
fazowe napigcia wzgledem nat¢zenia wynosi zawsze /2.

6. Rezonans

Naszym celem jest jedynie zasygnalizowanie istnienia

techniki liczb zespolonych w omawianej dziedzinie,

konczymy wigc szybko obliczajac czgsto$¢ rezonansowa

rownolegtego obwodu LC, jak na rysunku obok. Przy tej

czestosci, obwod zachowuje sig jakby miat nieskonczo-

na impedancjg¢. Aby obliczy¢ t¢ impedancjg w funkcji Rys. 3. Obwéd LC
czgstosci, wystarczy zastosowal wynikajaca z prawa réwnolegty
Kirchhofta regute: 1/Z=1/Z;, + 1/Zc. Mamy wigc

1 i oL(1+ @?LC)
1 _.c - (0*LC)?
oL

Z=i (6)

Widzimy wige, ze w = 1/ JLc jest czestoscia rezonansowa, gdyz przy niej
mianownik formuly (6) si¢ zeruje. Obecnos¢ zwyktych opornosci bocznikuja-
cych pojemnos¢ (uptywnosci), zwyklego oporu solenoidu, itp., komplikuje nie-
co rachunki, ale pozostaja one nadal tatwe.

Dzigki zastosowaniu liczb zespolonych zaleznos$ci rézniczkowo/catkowe mig-
dzy pradami i napigciami staly si¢ czysto algebraiczne. Okazuje sig, ze taka
algebraizacja jest mozliwa réwniez w przypadku, jesli przebiegi pradowe
w uktadzie nie sa czysto sinusoidalne, ale dowolnie zmienne. Wymaga to zasto-
sowania tzw. transformat Fouriera lub Laplace’a do funkcji opisujacych te
przebiegi, ale to juz jest inna historia. Zainteresowanych odsytam do podrgczni-
koéw analizy matematycznej i elektrotechniki.
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	4. Zespolony zapis prądu zmiennego 
	Przejdźmy teraz do opisu prądu zmiennego za pomocą liczb zespolonych. Jeśli zmienna siła elektromotoryczna w obwodzie wyraża się sinusem albo kosinusem (co jest konwencją), np.: E = E0 cos(ωt), przyjmiemy zapis E = E0 exp(iωt) i w przypadku jeśli w końcu rachunków będzie nam potrzebna zależność liczbowa napięcia lub natężenia od czasu, wybierzemy wartość składowej rzeczywistej otrzymanego wyrażenia zespolonego. Wybór kosinusa lub sinusa do opisu zmian siły elektromotorycznej zależy od ustalenia fazy początkowej i zwykle nie ma znaczenia dla rachunków. Prawo Ohma i prawa Kirchhoffa funkcjonują dalej, tylko wzory wyrażające napięcia i natężenia prądu stają się zespolone i nie mają natychmiastowej interpretacji fizycznej. Jednak, zarówno część rzeczywista jak i składowa urojona tych wyrażeń są liczbami rzeczywistymi i ich interpretacja jest naturalna. Można zadać pytanie: jeśli fizyczne natężenie prądu jest równe Acos(ωt), a my je zapisujemy w postaci zespolonej funkcji wykładniczej, to czemu fizycznie odpowiada część urojona, ale nie należy doszukiwać się „dziwnej” fizyki w technikach ściśle rachunkowych. Liczby zespolone w teorii elektryczności (a także w teorii fal elektromagnetycznych) są bardzo pożyteczne, ale są jedynie chwytem obliczeniowym. W tym przypadku część urojona odpowiadałaby po prostu innej konfiguracji dynamicznej, schematowi, w którym natężenie ma przesuniętą fazę w stosunku do kosinusa. (Dla porządku można wspomnieć, że w mechanice kwantowej sytuacja jest o wiele bardziej skomplikowana, tam podstawowe wielkości jak wektory stanów i podstawowe równania mają składowe zespolone od początku i ich interpretacja wymaga zupełnie innego spojrzenia na struktury matematyczne opisujące fizykę...) 
	 
	5. Impedancje: zespolone oporności 
	Spadek napięcia na oporniku o oporności R jest równy UR = I · R, gdzie I jest natężeniem prądu. Ponieważ w przypadku indukcyjności pojawia się siła elektro motoryczna samoindukcji, związana z pochodną na tężenia, co w przypadku kosinusoidalnego prądu zmiennego zamienia kosinus na sinus, okazało się, że najprościej to wyrazić przypisując solenoidowi zespo loną „oporność”: impedancję równą ZL = iωL. Spadek napięcia na szeregowo połączonych LR przyjmie więc postać U = IZ, gdzie Z = (R + iωL). Moduł tej wielkości wynosi |Z| =  . Zgodnie z formułą Eulera, faza wyraża się zależnościami trygonometrycznymi: 
	 cos(φ) =        sin(φ) =        lub     tg(φ) =   (5) 
	Jeśli natężenie prądu wyraża się wzorem I = I0eiωt, natychmiast widać, że spowoduje to przesunięcie fazy napięcia względem natężenia: U = I0|Z| exp(iωt + φ), jak opisano w artykule J. Gintera. Ponieważ przy mnożeniu funkcji wykładniczych, wykładniki się po prostu dodają, obliczenie przesunięcia fazy nie wymaga kombinowania funkcji trygonometrycznych. 
	W podobny sposób opisujemy kondensatory w układzie. Każda pojemność C charakteryzuje się zespoloną impedancją ZC =   = −i/(ωC). Tak więc w formułach opisujących obwód RLC, indukcyjność i pojemność wchodzą w postaci kombinacji  , jak we wzorach (31) – (35) u J. Gintera. Wartość bezwzględna impedancji pojemnościowej jest odwrotnie proporcjonalna do pojemności, tj. duże kondensatory „przewodzą lepiej”, ale przesunięcie fazowe napięcia względem natężenia wynosi zawsze π/2. 
	 
	6. Rezonans 
	Naszym celem jest jedynie zasygnalizowanie istnienia techniki liczb zespolonych w omawianej dziedzinie, kończymy więc szybko obliczając częstość rezonansową równoległego obwodu LC, jak na rysunku obok. Przy tej częstości, obwód zachowuje się jakby miał nieskończo ną impedancję. Aby obliczyć tę impedancję w funkcji częstości, wystarczy zastosować wynikającą z prawa Kirchhoffa regułę: 1/Z = 1/ZL + 1/ZC. Mamy więc  
	 
	   (6) 
	Widzimy więc, że ω = 1/  jest częstością rezonansową, gdyż przy niej mianownik formuły (6) się zeruje. Obecność zwykłych oporności bocznikujących pojemność (upływności), zwykłego oporu solenoidu, itp., komplikuje nieco rachunki, ale pozostają one nadal łatwe. 
	 
	Dzięki zastosowaniu liczb zespolonych zależności różniczkowo/całkowe między prądami i napięciami stały się czysto algebraiczne. Okazuje się, że taka algebraizacja jest możliwa również w przypadku, jeśli przebiegi prądowe w układzie nie są czysto sinusoidalne, ale dowolnie zmienne. Wymaga to zastosowania tzw. transformat Fouriera lub Laplace’a do funkcji opisujących te przebiegi, ale to już jest inna historia. Zainteresowanych odsyłam do podręczników analizy matematycznej i elektrotechniki. 


