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Rozwigzanie rownania
oscylatora harmonicznego

Andrzej Odrzywoltek
Instytut Fizyki UJ

1. Wstep

Motywacja do zebrania réznych sposobow rozwigzania réwnania oscylatora
harmonicznego:

d2x(t)
m =—kx(t 1
e (®) 1)
jest czgsto zadawane przez studentoéw (i nie tylko) pytanie: jak rozwigza¢ (1)?
Roéwnanie to pojawia si¢ wielokrotnie w wielu dziatach fizyki i jest standar-
dowym przyktadem stosowania r6znych metod matematycznych fizyki (MMF).
Zapisywane jest w kilku postaciach rownowaznych réwnaniu (1), np.:

K@’ x=0, wz\/K @
m

Niewiadomg jest funkcja X(t), przy czym czgsto pomija sie jej argument t,
ktory nie wystgpuje jawnie w rownaniu (2). Fakt ten jest okolicznoscig pozwala-
jaca na obnizenie rzedu rownania’, o czym napisze dalej. Problem rozwigzania
(1) mozna sformutowaé stownie w nastepujacy sposob: jaka funkcja po dwu-
krotnym zrdézniczkowaniu da samg siebie ze znakiem minus, dodatkowo
pomnozona przez pewna stala? Odpowiedz na takie pytanie jest wiadoma
kazdemu studentowi, ktory potrafi rozniczkowaé: taka wilasno$¢ maja funkcje
sin (sinus) i cos (kosinus). Parafrazujac Lema, mozna powiedzie¢, ze taka od-
powiedz zadowoli, by¢ moze, laika, ale nie jest wystarczajgca dla umystu $ci-
stego. Dla dociekliwych, przedstawiam dziewie¢ na pewien sposob roznych
metod ,, rozwigzania”’ rbwnania (2).

Pierwsza z nich, okre§lona jako Ansatz (pkt 2), polega na zapostulowaniu
pewnego wzoru zawierajacego kilka symboli, wstawieniu go do (1), a nastgpnie
rozwigzaniu otrzymanego rownania algebraicznego. Kolejna metoda (pkt 3) jest
bardziej sformalizowang wersjg poprzedniej. Nastepnie przejdziemy do wypro-
wadzenia zasady zachowania energii (pkt 4) i blisko spokrewnionej metody
rozwigzania poprzez obnizenie rzgdu réwnania (pkt 5). Nastepnie pokaze cie-
kawa metode pochodzacg z podrecznika Landaua i Lifszyca (pkt 6). Rownanie
mozna rozwigza¢ korzystajac z rozwinigcia w szereg potegowy (pkt 7) oraz
wykorzystujac eksponente macierzy (pkt 8). Mechanika teoretyczna dostarcza

! Rzedem rownania rézniczkowego zwyczajnego nazywany stopien najwyzszej pochodnej
W réwnaniu. Dla (1) rzad wynosi dwa.


http://solaris.lem.pl/ksiazki/beletrystyka/cyberiada/60-smoki-prawdopodobienstwa
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jeszeze dwoch metod: przeksztatcenie kanoniczne (pkt 9) oraz rownanie Hamil-
tona-Jacobiego (pkt 10).

2. Ansatz

Rownanie (2) jest na tyle wazne, Ze jego rozwigzanie kazdy szanujacy si¢ fizyk
powinien umie¢ podac z pamigci. Gdyby ogtoszono plebiscyt na 10 najwazniej-
szych rownan fizyki, rownanie (2) wraz z jego rozwigzaniem z pewnoscig zna-
laztoby si¢ na tej liscie. Trzy podstawowe postacie rozwiazania ogélnego to:

X(t) =acoswt +bcoswt (3a)
X(t) = Asin(wt + ¢) lub rzadziej: x(t) = Acos(awt + @). (3b)

Rownanie (2) moze by¢ traktowane jako rownanie o niewiadomej zespolonej
funkcji argumentu rzeczywistego. Fakt ten wykorzystuje si¢ w fizyce i elektro-
technice celem utatwienia obliczen. Oto posta¢ zespolona rozwigzania:

x(t) = ae' + pe it (3c)

Aby posta¢ (3c) dawata rozwigzanie rzeczywiste, liczby zespolone « i f musza
by¢ sprzezone: =« .
Dla przyktadu, sprawdzimy postaé¢ (3b). Obliczamy pierwszg pochodna po t:

x=(Asin(wt +¢)) = Asinwt + ¢)' = Acos(wt + ¢)-(wt + ¢)' = Awcos(wt + )
oraz druga pochodng (tj. pochodng pierwszej pochodnej):

X =(Awcos(wt +¢))' =—Aw’ sin(wt + ).
Po wstawieniu do (2) otrzymujemy:

—Aw?sin(wt + @) + w*-Asin(wt + ¢) =0,

bo obydwa wyrazy upraszczaja si¢. Analogicznie mozna sprawdzi¢ prawdzi-
wos¢ postaci (3a), ktora jest rownowazna (3b). Mozna to sprawdzi¢ rozwijajac
sin(wt + ¢) ze wzoru na sinus sumy:

Asin(wt + ¢) = Asingcos wt + Acos¢sin ot =acos wt +bcos wt,

gdzie a= Asing,b = Acos .

Uzycie postaci zespolonej (3¢) wymaga komentarza. Rownanie (2) jest li-
niowe, czyli kazda kombinacja liniowa rozwigzan x,(t) i X, (t) tez jest rozwia-
zaniem:

X(1) = 4% (1) + A%, (1), (4)
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co tatwo sprawdzi¢ wstawiajac (4) do (2):

(//I'lxl(t) + X, (t))” ) (ﬂ’lxl(t) + 4% (t)) = 1%+ 2oXy + A 07Xy + Ay, Xy =
=2 (% + @ %)+ A (% + @ %)) = 4, -0+ 2, -0=0,
bo funkcje x, i X, z zaloZenia spetniajg (2).
Jezeli teraz wybierzemy zespolone 4, i 4, (np.: A4 =1 oraz 4, =i), to mo-
zemy z dwoch rozwigzan rzeczywistych utworzy¢ zespolone rozwigzanie (2).

Czes$¢ rzeczywista (a takze urojona) rozwigzania zespolonego jest wiec rozwia-
zaniem rzeczywistym. Jezeli potraktujemy liczby a i f w (3c) jako zespolone:

a=o +ia,, B=p+1p,,
to otrzymamy:
Re[ (a4 +ic,)e™ + (B, +if3,)e ' | = (e + B) cOs ot + (B, — ay)sin wt,
gdzie wykorzystano fundamentalng tozsamo$¢ Eulera:
e =cosg+ising. (5)

Fakt powyzszy ma duze znaczenie praktyczne, gdyz postugujac si¢ zespolo-
ng amplituda dran, mozemy do niej ,,zaabsorbowa¢” faze ¢ . Oznaczmy przez
A= Ae, gdzie A — zespolona amplituda, A — rzeczywista amplituda drgan,
¢ —faza:

Re[Ae'™] = Re[Ae'e] = ARe[e!(“**) ] = Acos(wt + ¢).

Dzieki uzyciu liczb zespolonych, rachunki sg czysto algebraiczne, i nie zawiera-
ja funkcji trygonometrycznych.

3. Réwnanie charakterystyczne dla problemu liniowego

Ogoblna metoda rozwigzywania rownan i uktadow liniowych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych opiera sie na podstawieniu:

x(t) =e™. (6)

Podstawienie (6) sprowadza rownanie rozniczkowe do réwnania algebraiczne-
go, ktore daje tyle roznych? wartosci 4, ile wynosi rzad rownania. Rownania

2 przypadek, gdy warto$ci A powtarzaja si¢, wymaga doktadniejszego zbadania. Zob. np. IN.
Bronsztejn, K.A. Siemiendiajew, Matematyka. Poradnik encyklopedyczny, dowolne wydanie,
cz. IV, rozdz. 5. Uktady réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspotczynnikach.
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odpowiadajace réznym wartosciom A sg liniowo niezalezne, a rozwiazanie
ogo6lne bedzie miato postac:

X(t) = Ae™* + Age™'. (7

Dla rownania (2) procedura wyglada nastepujaco. Obliczamy pierwsza i druga
pochodna:

x=e", X=A1%", (8)

Przypominam, ze rozniczkowanie funkcji €** sprowadza si¢ do mnozenia przez
. Wstawiajac (8) do (2) otrzymujemy:

A% + et = (A2 + 0 )t =0,
Z powyzszego otrzymujemy rownanie charakterystyczne 0 niewiadomej A:
A% =—a’.
Jest to rownanie kwadratowe z A < 0, posiadajgce dwa rozwigzania urojone:
A =io, 4, =—io. 9
Wstawiajac (9) do (7) otrzymujemy rozwigzanie ogélne, identyczne z (3c).

4. Zasada zachowania energii

Réwnanie (2) nie zawiera czasu t w sposob jawny. Oznacza to mozliwos¢ obni-
zenia rzedu rownania o jeden. Z fizycznego punktu widzenia w uktadzie (2) jest
zachowana energia. Mnozymy (2) przez X:

XX + @ xx = 0.
Catkujemy obustronnie po czasie (j. ..db):
j>'<5<dt+jw2x>'<dt=E/m (10)

gdzie wszystkie stale catkowania zostaty przeniesione na prawg strong i ozna-
czone litera E. Catki (10) s3 tatwe do obliczenia, pomimo ze zawierajg nieznang
(dowolng) funkcje czasu X(t). W pierwszej stosujemy podstawienie u=Xx(t),

aw drugiej w=x(t):
X(t)=u,— Xdt =du, x(t)=w,— xdt =dw,

czyli:

2 2
Judu+w2jde=E/m, N U?+cozw7:E/m.
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Ostatecznie otrzymujemy:

12 1 2.2_
2x +2a)x E/m. (11)

Roéwnanie (11) mozna wyprowadzi¢ jako sumg energii kinetycznej i potencjal-
nej.

Wychodzac od (11) mozna rozwigza¢ (1). Przepisujemy (11) podstawiajac
x=dx/dt:

X _ DE/m—a?x?

dt

Powyzsze jest rbwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Przenosimy wszystkie
wyrazy zawierajace X (W tym dx) na lewa strong, natomiast t na prawa:

S SE—Y
J2E I m— @2

Catkujemy obustronnie:

'[JZE / :1)(— @°X? ) J.dt'

Aby obliczy¢ catke po prawej stronie przeksztalcamy:

I dx _ ,ﬂj’ dx .
V2E/m-o?® V2B [ 2

2

2E/mx
Podstawiamy:
@* _ _ [2E/m
SETm X=Uu, — dx= =7 du,

co daje:

\/7].\/]7 =arcsinu.

Rozwigzanie ma postaé (stata catkowania zostata oznaczona przez ¢ ):

arcsinu = wt + ¢.

Podstawiajac U = xa/a)2 / (2E /' m), dostajemy ostatecznie:

x(t) = 2E (ysin (ot + @). (12)
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Ze wzoru (12) mozna odczyta¢ zalezno$¢ amplitudy A we wzorze (3b) od
energii:

_1ypp2
E—2kA.

5. Obnizenie rzedu réwnania
Przepisujemy rownanie (2) wprowadzajac predkos¢ v=X:

dv_ 2
==+ o°X=0.
dt
W powyzszym réwnaniu dokonujemy zamiany zmiennej niezaleznej, z t na X:
dv _dv dx
dt  dx dt’
ale:
% =
dt ~ "
i ostatecznie:
vdV 4 w2x=0.
dx
Otrzymali$my réwnanie pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych:
2 2
vdv =—w?xdx, — _[vdv = —wzfxdx, - % =’ X? +const.

Poniewaz v =dx/dt otrzymujemy roéwnanie:

2 2
%(g_)t() = —? X7 +const,

prawie identyczne z (11). Dalszy sposob postepowania w celu znalezienia funk-
cji x(t) zostat opisany ponizej rownania (11) w poprzednim rozdziale.

6. Metoda Landaua i Lifszyca
Opisany sposob pochodzi od Landaua i Lifszyca. Przeksztalcamy (2):

e 2o dy/e . oo d e
X+ X—a(X—IwX)+IwX+a) X—a(X—IwX)+Iw(X—Ia)X).
Podstawiamy za wyrazenia w nawiasach:
¢ =X—lwx,

co daje:
¢ +iwl =0. (13)


http://ksiegarnia.pwn.pl/produkt/4998/mechanika.html
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Rownanie (13) jest rownaniem pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych.
Jego rozwigzanie jest proste do uzyskania:

‘i‘j_ét?:_ia,;, N d?§=—iwdt.

Catkujac obustronnie otrzymujemy:

Id?gz In¢ =—iwt + const,

czyli:
£(t) = Ae't,
Teraz musimy rozwigza¢ rownanie niejednorodne:
X —iwx = Ae™, (14)

Rozwigzanie rownania (14) sktada si¢ z dwdch cztondw: rozwigzania réwnania
jednorodnego:

X—iwx=0 (15)

i dowolnego (jakiegokolwiek) rozwigzania réwnania niejednorodnego (14).
Rozwigzanie (15) mozna uzyska¢ identycznie jak (13), co daje:

X(t) = Be'. (16)

Rozwigzanie roéwnania niejednorodnego otrzymamy metoda uzmienniania
stalych. Zaktadamy, ze B w (16) jest funkcja czasu B=B(t), i wstawiamy do

(14):

Be'* + Biwe'™ —iwBe'™ = Ae™t,
PO Uproszczeniu:

B'eia)t — Ae—i(ot BN B — Ae—Zia)t
Catkujac obustronnie ostatnie rownanie po czasie dostajemy:

B(t) = j Ae~At gt = —%e‘z“"t +const.

Stalg bierzemy réwna zero, bo interesuje nas jakiekolwiek rozwigzanie. Osta-
tecznie dostajemy:

X(t) — Beia)t _ﬁe—Ziaﬁeiwt :aei(ut +ﬂe—ia)t,

gdzie podstawitem B =a,—A/ (2iw) = p.
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7. Metoda szereg6w potegowych
W tej czgsci, aby nie zaciemnia¢ procedury, rozwazymy postac (2) z w=1:

X+x=0, zwarunkami poczatkowymi: X(0)=1, X(0)=0.

Rozwiazania poszukujemy w postaci szeregu potegowego:
x(t)=> a,x",
n=0
gdzie a, to nieznane liczby. Obliczamy pochodne:
X=>"na,x"*, X=>n(n-1ax"?.
n=0 n=0

Przenumerowujemy pierwsza sume:

00

X=Y n(n-Da,x"?=> (n+2)(n+1a,, X"
n=0 n=0
Wstawiajac do réwnania otrzymujemy:

o0

> (n+2)(n+D)a,,, x" Jrian X" =i[(n+2)(n +Da,,, +a,]x" =0.
n=0 n=0

n=0

Aby wyrazenie po lewej stronie bylo rowne zero tozsamo$ciowo, wszystkie
wspotczynniki w nawiasach muszg by¢ réwne zeru:

(n+2)(n+Da,,,+a,=0. 17)

Otrzymali$my rownanie rekurencyjne, ktore notabene wcale nie jest specjal-
nie tatwiejsze do rozwigzania niz rézniczkowe. W tym przypadku jest to dosy¢
fatwe. Aby rozpocza¢ iteracje (17) potrzebujemy poda¢ dwa pierwsze wyrazy
ciggu: ag i a;. Korzystajac z warunkow poczatkowych dostajemy:

x(0)=a, =1, x(0)=a, =0.
Kolejne wyrazy ciggu (17) to:

% _ 1 a,=0, a, =

a,=1 a =0, azz—ﬁz >

1
1.2.3.4""

Widac¢, ze nieparzyste wyrazy ciggu s rOwne zeru, a parzyste:

G
&n = 2my1
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Suma:

x(t) = 2 ((;l))n' x2" = COS X.

8. Metoda macierzowa

Rozwiagzanie zagadnienia poczatkowego rownania oscylatora harmonicznego
mozna uzyskaé sprowadzajac problem do wektorowego réwnania liniowego
pierwszego rzedu.
Zapisujemy (2) (uzywajac podstawienia X=v, tj. predkosci) jako uktad
rownan liniowych I rzedu:
X=v
U =—w?X

lub rownowaznie, w postaci macierzowej:

ol Lol oL
dtjv| |0]| |-0® Of|v]|
Poniewaz rozwigzaniem rownania:
y=Ay,
z warunkiem poczatkowym y(0) =y, jest:
y(t) = yo e,

analogicznie mozemy poprawnie napisa¢ rozwigzanie dowolnego uktadu row-
nan liniowych I rzedu:

%, (1)

: X, (t
X=A-X, X= A).

X, (1)
Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego X(0) =X, to:
X(t) =e™ - X,. (19)

Dla oscylatora harmonicznego macierz A to:
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i gltownym problemem staje si¢ obliczenie wyrazenia:

0 t
e —*t 0

Obliczenie eksponenty macierzy jest mozliwe z definicji:
A_N1an
eh = nz_(; SA

lub poprzez diagonalizacje. Wigcej szczegdtow mozna znalezé pod adresem:
http://ribes.if.uj.edu.pl/mechanika_klasyczna/Zestaw2_ Zad2 rozw.pdf. Wynik
koncowy to:

oAl cos(awt)  sin(wt)/ @
B —wsin(wt)  cos(at) |’

a rozwigzanie rownania oscylatora harmonicznego:

[X(t)} _exp(AD) ‘[XO} _| Xocos(at) + v—cgsin(wt) _

v(t) Yol | v, cos(at) — x, wsin(et)

9. Przeksztalcenie kanoniczne
Hamiltonian [3], [4] oscylatora harmonicznego mozna zapisa¢ w postaci:

_p_2 1,242
H(p,q)_2m+2ma) q°. (20)

Roéwnania kanoniczne Hamiltona [1] majg postaé:

5= _OH = OH

czyli:

p=-me®q,  §=

3_|'o

Znajdziemy transformacj¢ kanoniczng [2] (czyli niezmieniajacg postaci ukta-
du (21)) oryginalnego Hamiltonianu, prowadzaca do jego bardzo prostej po-
staci, a konkretnie takiej, w ktorej nowe H bedzie zalezato tylko od jednej
zmiennej [5]. Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, postulujemy trans-
formacje¢ postaci:

p=Af(P)cosQ, qg=f(P)sinQ.
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Poniewaz transformacja nie zalezy od czasu, nowy Hamiltonian ma postac:

2 2 2
H(P,Q)=H(p(P,Q).a(P,Q) =L Lt (pysin o =

_ 2( A% ane2 1. 2ain2
=f(P) (chos Q+2ma) sin Q).
Aby skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej, musi zachodzic:

/1_221 2 i =
o 2ma), czyli A=mao.

Aby transformacija (p, q) — (P,Q) byta kanoniczna musi zachodzi¢:
P, QFpo =1,

gdzie po lewej stronie mamy nawias Poissona [2] liczony wzgledem nowych
zmiennych (P,Q). Obliczamy:

(P e~ 5550~ S5 -
=maof'(P)cosQ- f (P)cosQ — (—maf (P)cosQ)- f'(P)sinQ =
=maf (P) f'(P)(cos? Q +sin’ Q) =maf (P) f'(P)
Aby transformacja byta kanoniczna, musi wigc zachodzi¢:
mef (P) f'(P)=1.
Rozwigzujemy rownanie roézniczkowe na f(P):

daf _dP
me f dP_l’ fdf_ma)’

catkujac obustronnie dostajemy:

1i2_P | const,
2 ma

przyjmujemy stata catkowania rowna zeru i dostajemy:
_ ,E
f(P)= pgs

H'(P,Q) = wP.

Nowym Hamiltonianem jest:


http://pl.wikipedia.org/wiki/Nawias_Poissona
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Roéwnania kanoniczne przyjmuja prosta postac:
P=0, Q=w
a ich rozwigzanie to:
P =R, Q)=aot+g.

Transformujac z powrotem do funkcji (p,q) otrzymujemy:

p(t) =,/2ma)P0 cos(at + @), q(t) =\/% sin(at + ).

Warto zauwazy¢, ze skoro wP jest Hamiltonianem, to wP, =E jest zachowana
energia, i wzor na ((t) jest identyczny z wyprowadzonym wyzej wzorem (12)
(me? =K).

10. Réwnanie Hamiltona-Jacobiego

Rozwigzanie rownan ruchu uktadu opisanego pewnym hamiltonianem, jest row-
nowazne szukaniu rozwigzan (czastkowego) rownania Hamiltona-Jacobiego:

oS(t,x) oS(t,x) ) _
Y +H( o ,xj_o.

Dla oscylatora harmonicznego, hamiltonian ma posta¢ (20), i podstawiajac do
niego p=a2S/0ox dostajemy:

StX) . 1 (SENY 1. a2
¢ +2m( L ] (21)

Rozwiazania szczegdlnego (catki zupelnej) szukamy w postaci rozseparowane;j:
S(t,x) =—Et +s(x).

Wstawiajac powyzsze wyrazenie do (21) otrzymujemy:

L(ds(x)jz +ime?x? =E.

2m\ dx 2

Powyzsze jest rownaniem zwyczajnym o zmiennych rozdzielonych. Jego roz-

wigzanie to:
S= _HZmE —m2w®x? dx.
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Calka jest typu:
I\/l— X2 dx = %(xle— x2 +arcsin x),

co ladnie ,,wyprowadza” Wolfram Alpha: http://www.wolframalpha.com/
input/?i=int+sqrt(1-x2)
Po caltkowaniu i uporzadkowaniu wyrazéw mamy:

s(x) = —x 2mE —m a)x2+Earcsm[ %wx}

natomiast catka zupetna rownania (22) to:

S(tx)=-Et+s(x)=-Et+3 L y2mE -m?w?x? + E arcsm( f m a)x]

2E

Zaleznos$¢ potozenia od czasu jest wyznaczona w sposob uwiktany pochodna
czasowa catki zupeinej wzgledem energii E:

oS(t,x)

oE W

Obliczenie pochodnej czgstkowej po E jest ucigzliwe, ale ostatecznie wyrazy
nie zawierajqce arc sin upraszczaja sie:

o8(X) 1. ; m

E _warcsm( >E OX
i fﬂ — ot —

arcsm( E a)xj o(t—t,).

Dziatajac obustronnie funkcjg sin dostajemy:

wa sin(o(t—t,)),
x=%\/%sin(a)(t—to)).

Koncowy wynik jest identyczny z (12), bo @ =~k /m .
Pochodna 6S(t,x) / ox z kolei daje ped:

otrzymujac:

czyli:

2mE — m2w?x?.
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Warto zauwazy¢, ze stata t okresla translacje w czasie, zgodnie z sensem zasa-
dy zachowania energii; po energii E rdzniczkujemy catke zupeina.

11. Podsumowanie

Przedstawitlem dziewie¢ mozliwych metod rozwigzania rownania oscylatora
harmonicznego (2). Niektore sg do siebie ewidentnie podobne rachunkowo (np.
pkt 2 i 3), ale dostrzezenie zwigzkéw pomiedzy pozostalymi wymaga sporej
wiedzy z metod matematycznych fizyki i fizyki teoretycznej. Na przyktad, ob-
nizenie rz¢du réwnania rézniczkowego (pkt 5) jest mozliwe, gdy nie zawiera
ono jawnie czasu. Jest to rownowazne istnieniu symetrii translacyjnej w czasie,
a zatem zachowaniu energii (pkt 4).

Rozwiazanie rownania rekurencyjnego (17) czgsto wymaga uzycia macie-
rzy, a z drugiej strony eksponenta macierzy (19) obliczana moze by¢ poprzez

rozwiniecie €” w szereg potegowy. Metoda Hamiltona-Jacobiego dostarcza
systematycznej procedury znajdywania przeksztatcenia kanonicznego, odgad-
nigtego w rozdziale 9. Szczeg6towa eksploracja wszystkich relacji to juz temat
na inny artykut.

Przedstawione rachunki sa porozrzucane po licznych podrecznikach i wy-
konywane na ¢wiczeniach do rozmaitych przedmiotow. Mozna powiedzieé, ze
kazda dziedzina ma swojg preferowang metod¢. Elektrotechnika masowo po-
shuguje si¢ liczbami zespolonymi, na mechanice omawiamy zasad¢ zachowania
energii, na metodach matematycznych fizyki rozwiazujemy réwnania metoda

szeregdw, na algebrze diagonalizujemy macierz i obliczamye”, mechanika
klasyczna omawia przeksztatcenia kanoniczne i rownanie Hamiltona-Jacobiego.
Przedstawiona kompilacja sktania do refleksji nad subtelng siecia powigzan,
istniejaca w $wiecie matematyki i fizyki.
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