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Srednia odleglo$¢ planety od Slonca
i III prawo Keplera

Andrzej Majhofer
WydziaZ Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Studiowanie podrgcznikdéw jest bardzo pouczajace, a cza-
sami moze nawet zainspirowa¢ do wlasnych badan. Wezmy
na przyktad prawa Keplera. Co do dwodch pierwszych pod-
reczniki sg zgodne — planety obiegaja Stonce po torach elip-
tycznych (I prawo), przy czym odcinek laczacy planete ze
Stonicem w rownych odcinkach czasu zakresla rowne pola —
inaczej mowiac predkos¢ polowa jest wtym ruchu stata
(I prawo). Ktopoty zaczynaja si¢, gdy czytamy o III prawie
Keplera.

Co do pierwszej czesci sformutowania panuje zgoda: dla

. Johannes Kepler
wszystkich planet stosunek (1571-1630)

D3

T 2
ma t¢ samg warto$¢, przy czym T oznacza okres, w jakim Planeta” obiega Stof-
ce. Co do D, to zdania sa juz jednak podzielone: w czgéci podrecznikow D to
srednia odleglos¢ Planety od Stonca, a W pozostatych D oznacza dlugo$¢ wiek-
szej potosi eliptycznej orbity. Kto ma racje? A moze oba okreslenia sg roOwno-
wazne? To trzeba wyjasni¢. Zacznijmy od zapisania [ prawa Keplera we wspot-
czesnym jezyku: Planeta obiega Stonce po orbicie eliptycznej — to znaczy, ze
odlegtos¢ r Planeta—Stonce, jako funkcja kata ¢ migdzy promieniem wodzacym
planety i kierunkiem Stonice—peryhelium planety, dana jest rownaniem

r(e) = —1+e-sos(¢) )

w ktorym p i e sa dodatnimi statymi oraz 0 < e < 1. Stata e nazywana jest mi-
mosrodem orbity. Maksymalna odlegtos¢ od Stonca (aphelium) wynosi wigc

__p
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a minimalna (peryhelium):
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* Piszac ,,Planeta” duzg literg Autor ma na mysli ktéra$ z planet Ukladu Stonecznego.
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Orbita eliptyczna

-3-
Roéwnanie opisuje elipsg o potosiach:
. P _1
dhuzszej a= e — E(rmin + rmax)
oraz krotszej b=ayl-e?.

Sprawdzmy, ile wynosi $rednia odlegtos¢ Planeta—Stofice. Tu musimy zde-
cydowac, jaka $rednia nas interesuje: wzgledem kata, czy wzgledem czasu. Te
dwie wydaja si¢ jedynymi sensownymi, bo dostepnymi obserwacji. Obliczmy
obie. Zacznijmy od $redniej wzgledem kata:

2n
-1 I
r ==|r(p)dp = =b.
(1), = 52 r(0)do =
Niedobrze — otrzymalismy dtugosé¢ krotszej potosi elipsy. Moze lepiej nam
pojdzie z usrednieniem wzgledem czasu? Musimy w tym celu zmieni¢ zmienng
catkowania i dodatkowo wyznaczy¢ okres obiegu. Bo poszukiwana $rednia to:

(r), = Ir(t)dt .

|~
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W ostatniej calce musimy zmieni¢ zmienng catkowania z t na ¢. Skorzysta-
my z Il prawa Keplera: w rownych odcinkach czasu promien wodzacy Planety
zakre$la jednakowe pola. We wspotczesnym jezyku wzoré6w mozemy II prawo
zapisaé tak:

gdzie C jest pewng statg. Teraz mozemy napisa¢ wynikajacy stad wzor na po-
chodng promienia wzglgdem czasu:

dr _ drde _ dr 2C

dt dpdr  dor?’
Tym samym czas T, w ktorym Planeta obiega Stonce, wynosi:

T= .T.-dt = %Trqu),
0 0

a zatem, usredniona wzgledem czasu warto$¢ promienia to:

2 Ifsdgo
:%fr_c =Tr2d |
¢

Po obliczeniu catek i skorzystaniu ze zwigzku a z parametrem p dostajemy:
— e’
(r), —a(l + ?).

Otrzymalismy dwie rozne warto$ci $redniej 1 obie rozne od dtuzszej potosi a:
poprzednio mniejsza niz a, a teraz znowu wigkszg niz a. To jak to w koncu jest
z III prawem Keplera? Co wilasciwie stwierdzit Kepler? Nie mogt przeprowa-
dzi¢ obliczen podobnych do naszych, bo rachunek catkowy powstat dopiero
kilkadziesiat lat po jego $mierci. Niektore fragmenty jego wywodow sa dosy¢
bliskie wprowadzonym pdzniej pojeciom analizy — w swoich rozwazaniach
dzielit np. ruch planety na ,,dzienne odcinki” — pisat jednak bardzo zawile
I badacze jego dziet do dzi$ spieraja si¢, czy poprawny wniosek nie byt wyni-
kiem popehienia kompensujgcych si¢ bledow [1]. Na szczgscie ozdobil swoje
wywody bardzo czytelnym rysunkiem, na ktérym tuk odpowiadajacy ,.Srednie-
mu promieniowi” wypada doktadnie w polowie odleglosci migdzy tlukiem
w aphelium i w peryhelium. Oznacza to, ze srednia odleglos¢ Planeta—Stonce to

wedtug Keplera:
-1 —
<r>KepIer ( min )_ a.
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Nie mogl zreszta inaczej rozumie¢ $redniej,
bo samo pojecie sredniej funkcji ciaglej, jakim
postugiwali$my sie powyzej, pojawito si¢ dopie-
ro wraz z rachunkiem catkowym. Dzi$ postugi-
wanie si¢ tym pojeciem jest oczywiste. W wielu
podrecznikach fizyki i astronomii nadal jednak
mozna znalez¢ ,historyczne” sformulowanie III
prawa Keplera, co prowadzi do pytania, od kto-
rego rozpoczal si¢ ten artykul. Jak si¢ wydaje,
wielu wyktadowcow mechaniki zaczyna od roz-
strzygniecia tej watpliwosci 1 z dumg dzieli sig
swym wyjasnieniem z kolegami [2-5]. Podczas
wyktadow z fizyki trzy prawa Keplera pojawiaja
sie jako elementy rozwigzania zagadnienia ruchu
dwoch cial o masach M i m przyciagajacych si¢
(centralng) sila malejacg z kwadratem odleglosci.
Rozwiazanie pozwala powigza¢ wartos¢ ,,stalej”
w Il prawie Keplera z wielko$ciami mas obu
cial:

ad _ G(M +m)
I

W tym miejscu dyskusje konczy zwykle krot-
ka uwaga, ze masa catego Ukladu Stonecznego
jest bardzo nieznacznie wigksza od masy Stonca
— oznaczonej w powyzszym wzorze jako M, a dla
kazdej z planet jej masa m jest tak mata w po-
rownaniu z M (dla najmasywniejszej z planet,
Geometryczna  harmonia  bryl J0W|sza,_ m/M < 0,001), ze mozna jg poming¢
foremnych w Harmonices Mundi  OtrZymujac III prawo Keplera. Sadzeg, ze warto
(1619)” poswieci¢ wiecej czasu na refleksje, na ile roz-

wigzanie zagadnienia dwodch ciat ,,wyjasnia”
prawa Keplera sformutowane wylacznie na podstawie obserwacji. Poza ogro-
mem masy Stonca obserwacyjne sformulowanie praw Keplera byto mozliwe
takze dzigki szczegdlnemu wzajemnemu potozeniu planet — odlegtosci kazdej
z nich od wszystkich pozostatych jest tak duza, ze ich wzajemne przycigganie
powoduje bardzo niewielkie zaburzenia ich ,.keplerowskich” ruchow. Dazenie
do wyjasnienia obserwowanych niewielkich odchylen od praw Keplera przez

“ Napisy pomiedzy trojkami tukow i nazwami planet odnoszg si¢ do spekulacji Keplera
0 zwiagzku rozmiaréw orbit z brytami platoniskimi (opublikowat te spekulacje, no moze hipotezy,
w Tajemnica Kosmosu — jest thumaczenie polskie).
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ponad 200 lat stymulowato rozwdj mechaniki, a po drodze umozliwito odkrycie
Neptuna i Plutona — planet znalezionych dokladnie w miejscach, w ktorych
obliczenia wskazywaly na obecno$¢ ciat zaburzajacych ruchy znanych wcze-
$niej planet Uktadu Stonecznego. Ale to juz catkiem inna historia...
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