22 FoToN 116, Wiosna 2012

Komputery i los (II)
Jerzy Karczmarczuk
Zakiad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

Tworczos¢ jest zdolnoscia do uporzadkowa-
nia losowosci Natury. (Eric Hoffer)

Grajcie! 100 procent tych, co wygrali — grato!
(Reklama loterii we Francji)

1. Wstep

Druga i zarazem ostatnia cze$¢ artykulu porusza pobieznie ,,losowanie” innych
wielko$ci niz proste liczby, zajmuje si¢ funkcjami losowymi (szumem) i niekto-
rymi jego zastosowaniami, oraz metodami Monte-Carlo: technikami akumulacji
informacji statystycznej otrzymanej dzigki symulacji przy uzyciu liczb loso-
wych. Te metody zostaty po raz pierwszy rozpracowane przez Johna von Neu-
manna, Stanistawa Ulama i Nicholasa Metropolisa podczas prac nad projektem
Manbhattan.

Z konieczno$ci ten artykut ograniczy si¢ do dwoch czgsci, mimo iz materiat
zastuguje na gruba ksigzke. Sama teoria oraz praktyka ,,szumoéw”, czy procesow
stochastycznych jest bardzo bogata i pelna wynikéw nie zawsze wlasciwie in-
terpretowanych. W pierwszej czgsci artykutu wspomnieliémy — na przyktadzie
autobusow — o procesie Poissona, ciagu niezaleznych zdarzen, ktére moga by¢
rowniez realizowane jako emisja i zliczanie indywidualnych fotondéw przez
ostabiony laser. Wyobrazmy sobie jednak stabe cieplne zrodto swiatta, np. od-
dalong zaréwke albo gwiazde. Tutaj ,,statystyczno$¢” przejawi si¢ w dwoch
kontekstach. Oczywiscie dyskretna natura $wiatla pozwoli nam — w sprzyjaja-
cych okolicznosciach — mierzy¢ pojedyncze fotony. Strumien fotonow jest dys-
kretnym procesem losowym. Ale wcze$niej, klasycznie, natezenie fali elektro-
magnetycznej emitowanej przez zrodto takze jest obiektem losowym, fluktuuja-
cym w czasie 1 przestrzeni. Te dwa zrodta losowosci si¢ naktadaja, to, ze jedno
wynika z termicznosci, a drugie z zasad fizyki kwantowej, moze by¢ zrédtem
nieporozumien.

W przedziale czasowym, w ktoérym to nat¢zenie jest wicksze, gestosé foto-
néw bedzie wigksza, a gdy amplituda ostabnie, $rednio fotonéw bedzie mniej.
Pomiar zasugeruje, ze fotony sa ,.,emitowane paczkami”, ze sg skorelowane ze
sobg. Latwo wigc o zludzenie, ze mechanizm emisji ,,lubi” produkowac¢ pakiety,
a nie pojedyncze fotony. Nie ma to wiele wspolnego z rzeczywistoscig. Opisane
zjawisko, charakteryzujace czgsciowo koherentne zrodta $wiatta, zwane efek-
tem Hanbury Browna i Twissa znalazto zastosowania w astronomii [3].
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Nauka wynikajaca z tego przykladu jest nastepujaca. Rozumowanie staty-
styczne, jesli nie zna si¢ mechanizmu jakiegos zjawiska, moze by¢ prosta droga
na manowce. Klopoty wynikng roéwniez w przypadku, gdy nie zna si¢ probki,
z ktorej szacuje si¢ rozktad prawdopodobienstwa uzyty nastgpnie do przewidy-
wan. W Stanach Zjednoczonych do tej pory pamigta si¢ klape prognozy wybo-
réw prezydenckich 1936 r., dokonanej przez szacowne czasopismo The Literary
Digest. Postuzyli si¢ olbrzymia probka, ponad dwumilionowg (potworne koszty,
nikt tego teraz nie robi...), i stwierdzili, ze wygra Alf London, gubernator stanu
Kansas, Republikanin, ktory nastgpnie poniost sromotng kleske w starciu
z Rooseveltem. Zostaly popetnione dwa btedy, duzy i maty.

Maty btad polegat na ekstrapolacji wynikow ankiety, a wigc tej czgsci an-
kietowanych, ktora odpowiedziata, na cata ankiectowang probke, ponad
10-milionowsg. Ot6z w badaniach socjologicznych i innych dotyczacych ludzi,
trzeba si¢ zastanowic¢, czy brak odpowiedzi nie oznacza juz — statystycznie —
pewnej orientacji, odmiennej niz ta, ktéra charakteryzuje ,,postusznych” an-
kietowanych.

Duzy, a nawet olbrzymi btad polegat na wzigciu probki w oparciu o listy
abonentéw czasopisma, listy telefondw i danych z rejestracji samochodow.
Jednym stowem, wybrano bezmyslnie pewng klase spoteczna, ludzi bogatszych,
o okreslonym profilu (edukacja, kultura). Wiasciciele samochodéw dzisiaj sta-
nowig w USA probke dos¢ zrownowazong, ale nie w 1936 r., w okresie Wiel-
kiej Depresji ekonomicznej! Ci bogatsi czgsciej glosowali na Republikanow, ale
byli w mniejszosci...

Czy fizykom moga zdarzy¢ si¢ podobne btedy? Owszem, i wiele innych.
W fizyce wysokich energii w latach szesc¢dziesiagtych obserwowano, ze w zde-
rzeniach produkujacych duzo czastek wtornych (gtownie mezondéw) rozktad
pedow podhuznych (wzdtuz osi zderzenia) sugeruje, ze tworzone sg dwa ,,bable”
zwane ,,fireballami” lecace jak czastki pierwotne, i dopiero ich rozpad produku-
je mezony. Widziano duzo lecacych w przdd, duzo w tyl, a czastek o matych
pedach podtuznych bylto niewiele.

A zjawisko wzieto si¢ z trudnosci z kalibracja rozktadu... Zte szacowanie po-
lozenia zera rozktadu pedu powodowato, ze czastki byly ,,przesuwane” bardziej
w przod, albo bardziej w tyl, i probka pozostawiata okolice zera niewypehnione.
Powstat caty szereg modeli thtumaczacych to fikcyjne zjawisko.

2. Co jeszcze mozemy losowaé?

W pierwszej czesci artykutu omowilisSmy podstawowe metody generowania
liczb losowych i wspomnielismy o wektorach losowych. Ale obiekty o charak-
terze losowym nie muszg sprowadzaé si¢ do prostych wartosci numerycznych.
Dos¢ specyficznym, ale bardzo waznym zagadnieniem, jest generowanie konfi-
guracji, np. losowy wybor m sposrod n obiektow, z uwzglednieniem kolejnosci
albo nie, z powtorkami, albo bez. Czasami musi sie wprowadza¢ wagi, ktore
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preferuja niektore rozktady, a zakazuja innych, jest to typowe np. w organizo-
waniu turniejow. Przy symulowaniu ruchu wielu animowanych postaci, ich
kolejno$¢ winna by¢ losowa, aby zachowa¢ pewien realizm, ale cze¢$ciowo sko-
relowana: efekt thumu bierze si¢ czesciowo z tego, ze ludzie imituja swoich
sasiadow. Tworcy takich filmoéw jak ,,Titanic”, ,,Gladiator”, czy ,,Wtadca Pier-
scieni” korzystali z ustug specjalistow od technik stochastycznych i jest dos¢
prawdopodobne, ze nie byli to ,,czysci informatycy”, lecz osoby majace niezte
pojecie o wlasnosciach systemow fizycznych...

2.1. Permutacje losowe
Jak wylosowac kolejnos¢ elementéw w ciagu o skonczonej dtugosci n, np. ciag
(3,1,8,96,2,10,7,5, 4) liczb od 1 do n = 10? Wspomnimy tutaj o dwoch
algorytmach, aby pokaza¢, ze w tej dziedzinie zblizone wyniki mozna osiagnaé
ré6znymi metodami.

Pierwsza metoda polega na wylosowaniu n liczb (standardowych, mi¢dzy
0 a 1) i uzycie ich jako ,,kluczy” do wyboru liczb od 1 do n, albo do czegokol-
wiek innego. Praktycznie tworzymy tablice par:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r r I3 Iy I's lg r7 I I o

gdzie ry jest standardowa liczba losowa. Pierwszy rzad tablicy moze zawiera¢
inne, dowolne obiekty, ktorych kolejno$¢ ma by¢ przestawiona, lub — tak jak
tutaj — liczby, ktore moga indeksowacé te elementy.

Nastepnie sortujemy t¢ tablice wedlug wartosci w drugim rzedzie, obiekty
W pierwszym rzedzie zachowuja tych samych partneréw z drugiego. Poniewaz
kolejnos¢ liczb w drugim rzgdzie jest ,,bylejaka”, po posortowaniu, kolejnosé
W pierwszym rzg¢dzie stanie si¢ losowa. Jesli wygeneruje si¢ w ten sposob bar-
dzo duzo permutacji, pewne rozumowanie pozwoli stwierdzi¢, ze ta metoda nie
jest idealnym probkowaniem wszystkich mozliwych permutacji, ale w praktyce
nie jest to problemem. Technik sortowania nie bedziemy omawiaé, sa one licz-
ne, latwe 1 dobrze udokumentowane.

Druga metoda polega na iterowaniu przestawien. Zaczynamy od permutacji
trywialnej, tablica A zawiera elementy A, w porzadku ,,kanonicznym” (np. licz-
by 1, 2, ... n). Nastepnie iterujemy:

Dla liczb i od (n — 1) do 1, wykona¢:
j = catkowita liczba losowa migdzy 0 a i;
nastgpnie wymieni¢ miejscami A i A;.
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2.2. Probkowanie losowe

Wybdér m sposrod n elementow jest jedna z podstawowych technik statys-
tycznych. Jest to uzyteczne zarowno w pollingu spotecznym jak i w testowaniu
kombinacji sktadnikow jakiego$ lekarstwa w odniesieniu do konkretnego wroga
bakteryjnego. W fizyce wybor kilku z mozliwych zmian stanu, albo kilku moz-
liwych stanow jest rowniez jedng z podstawowych technik symulacji.

Pojeciowo algorytm jest prosty: wybieramy losowo jeden element sposrod n,
nastgpnie drugi z probki liczacej n — 1 itd., az uzbiera si¢ m. Ale to nie jest takie
proste, jesli obiekty sa umieszczone w tablicy, po wybraniu jednego trzeba
przesung¢ inne, co zabiera sporo czasu. Okazuje si¢, ze taki prosty problem
wymaga roznych podej$¢ w zalezno$ci od szczegotow.

Mozna po prostu wybiera¢ losowo z n, ale potem trzeba sprawdzi¢, czy nie
bylo powtoérzen, co takze moze drogo kosztowac, zwtaszcza jesli m jest porow-
nywalne z n. Wtedy ztozono$¢ czasowa moze si¢ okaza¢ wigksza niz n, bo po-
jawig si¢ wielokrotne powtorzenia.

Oto algorytm o zlozonosci m, dostarczajacy indeksow tablicy, w ktorej
mieszczg si¢ wszystkie probkowane elementy. Wymaga on dodatkowej pamig-
ci, tablicy T o n elementach, ktorej wartosci poczatkowe s3 0, 1, 2, ..., n — 1, tak
wigc Ty = k. Wyniki zostang przechowane w tablicy S. Warto$¢ n — 1 zostaje
dodatkowo przechowana w zmiennej .

Wykona¢ m przebiegow ponizszej petli, dla zmiennej k od 0 do m — 1:

a. Wybra¢ catkowitg liczbe losowg z od 0 do I.

b. Zapisa¢ w tablicy wynikowej zawartos¢ odpowiedniego elementu T,
czyli S =T,.

C. Przepisa¢ T, =T,

d. Zmniejszy¢ 10 1.

Dowdd poprawnosci tego algorytmu jest bardzo dobrym ¢wiczeniem, ale nie
dla wszystkich.

3. Funkcje losowe

Funkcje losowe, ktore bedziemy nazywali takze szumami, sg to funkcje, kto-
rych warto$ci majg charakter losowy: ogladajac wigksza dyskretng probke takiej
funkcji stwierdzamy, ze przechodzi ona szereg testow statystycznych. Takie
funkcje ,,wygladaja losowo”. Przebiegi losowe sa wszedzie, napiecie elektrycz-
ne w funkcji czasu, predkos¢ ptynu w przewodzie, ceny akcji na gietdzie itp.

Prosty wariant jednowymiarowe]j funkcji losowej przedstawia rys. 1. Taka
»~funkcje” (dyskretng), dla ktorej kolejne wartosci sa dowolne i nieskorelowane
ze sobg nazywa si¢ czgsto (cho¢ niepoprawnie) ,,bialym szumem”.

Wiemy juz, ze powyzsza ,,definicja” jest niewiele warta, co to znaczy ,,war-
tosci sa dowolne”? Jaki jest ich rozktad? Zwykle — w fizyce — przyjmuje si¢
rozktad Gaussowski, taki jest typowy rozktad prawdopodobienstwa szumow
fizycznych. Dlaczego? Poniewaz szumy biorg sie zwykle z fluktuacji jakiej$
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wielko$ci wokot $redniej; ten temat juz poruszali$my. Rozktad normalny domi-
nuje w przyrodzie i technice.

Rys. 1. Bialy szum

»Prawdziwy” biaty szum to funkcja tak dalece osobliwa, ze nie da si¢ jej na-
rysowac, jest nieskonczenie gesta. Jednak w informatyce wszystko jest dyskret-
ne i skonczone... Tak wigc zwykle przyjmuje si¢, ze jesli charakterystyczny
odstep czasowy migdzy probkami wynosi At, wariancja rozkladu Gaussa cha-
rakteryzujaca punktowo ten proces stochastyczny ma posta¢ o = ¢/At, gdzie ¢
jest pewnag statg. W granicy ciaglej ta warto$¢ rozbiega si¢ do nieskonczonosci,
wykres biatego szumu sktadatby si¢ z linii nie tylko nieskonczenie bliskich, ale
nieskonczenie wysokich. Technika informatyka to mato obchodzi, zazada on
podania At, i dobierze odpowiednio dyspersj¢ w przyblizeniu dyskretnym. Fi-
zyk, ktory pisze program symulacyjny winien wiedzie¢, jakie sa zaleznosci
miedzy wielkoSciami, ktore maja osobliwe granice.

Rys. 2. Probki powierzchni losowych

Ale funkcje losowe w jednym lub wigkszej liczbie wymiarow moga by¢
znacznie regularniejsze, gladkie, albo chropowate, jak wida¢ na rys. 2.

Zastosowania funkcji losowych sg bardzo szerokie. W grafice i syntezie ob-
razow mamy losowe wzory geometryczne, tekstury i rozktady kolorow. Szumy
w akustyce sg niezbedne do generowania dzwigkoéw naturalnych, w tym mowy
i muzyki. Obiekty animowane udajgce rzeczywiste muszg si¢ zachowywac tro-
che losowo, ich trajektorie, orientacje itp. s3 generowane przy uzyciu funkcji
losowych.
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W jaki sposob je generowac? Mozna mie¢ wrazenie, ze jest to trudne i wy-
maga znacznej liczby parametrow. Metody dostosowane do specyficznych ka-
tegorii probleméw sa skomplikowane. Tutaj oméwimy Kilka metod prostych do
zrozumienia i implementacji.

3.1. Catkowanie biatego szumu

Wszyscy styszeli o ruchach Browna. Pylek zanurzony w cieczy jest bombar-
dowany przez niezliczone molekuly otaczajace i porusza si¢ chaotycznie. Mi-
kroskopowo to zjawisko jest zbyt szybkie, aby je obserwowaé¢. W pewnym
przyblizeniu mozna powiedzie¢, ze predkos$¢ pytku jest okreslona funkcja po-
dobna do bialego szumu. Obserwator mierzy jednak probkowane polozenie
pytku — sondy, co wymaga scatkowania tej osobliwej predkosci.

Oto solidnie uproszczony algorytm catkowania funkcji losowej, zadanej jako
tablica &, Wynikiem jest ciag Wy: Wy = Wy 1 + &. Otrzymang w ten sposob funk-
cj¢ nazywa si¢ czasami procesem Wienera. W praktyce w pewnych okoliczno-
Sciach ten algorytm ma pewng wade¢. Nawet jesli &, jest funkcja stacjonarna,
oscylujaca wokot zera, wiec wynik catkowania powinien tez by¢ stacjonarny,
bez wigkszych wychylen dodatnich lub ujemnych, dtugofalowe duze fluktuacje
wystepuja. Wyobrazmy sobie jednak, ze chcemy generowac scalkowany szum
akustyczny, niezbedny prawie wszedzie, np. w symulowaniu dzwigku fletni
pana, ktora bardzo ,,szumi”.

Ot6z bezwzgledna warto$¢ amplitudy dzwieku nie ma zadnego znaczenia,
styszy si¢ jedynie fluktuacje wokot sredniej, w okreslonym przedziale czgstosci
(akustycznych). Programy generujace dzwigki korzystaja wigc czasami z algo-
rytmu ,,catkowania ze stratami’:

ana'Wn—l"'b'én,

gdzie a jest bliskie jednosci, np. 0,98, a b = (1 + a)/2. Oto wynik scatkowania
W ten sposob biatego szumu gaussowskiego, oraz wynik powtdrnego scatkowa-
nia poprzedniego wyniku.

WWMWWWW
W

Rys. 3. Catkowanie szumu

Jak wida¢, te funkcje sa znacznie bardziej regularne i skorelowane niz biaty
szum. Istnieje wiele wariantow catkowania, np. w fizyce czasami korzysta si¢
z rownania Langevina, ktorego zapis funkcyjny ma postac:
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SV =-av(t) + ().

Funkcja &(t) oznacza, jak poprzednio, bialy szum. Pierwszy czlon prawej
strony ,,$cigga” warto$c funkcji vV do zera. Dyskretna posta¢ tego réwnania do-
starczy algorytmu ,,caltkowania ze stratami”.

3.2. Metody spektralne

Nielokalny charakter powyzszej metody jest niewygodny w implementacji.

W praktyce, np. w syntezie obrazoéw, uzywa si¢ czesto tzw. metody spektralne;j,

polegajacej na dodaniu do siebie wielu wktadow funkcji regularnych, ale stabo

skorelowanych, np. sinusoid z chaotycznie rozrzuconymi fazami i bardzo r6z-

nymi okresami. (Amplitudy takze moga by¢ losowe, ale to nie jest istotne.)
Wzér na generowang funkcje bedzie miat postac

w(t)= D AsN(, ),

gdzie losowe wartosci ¢y, jednorodne migdzy 0 a 27, s podstawowymi parame-
trami losowymi algorytmu. Warto§¢ N wcale nie musi by¢ duza, zalezy to od
czestosci w, W funkcji k. Czesto stosujemy zaleznosé wy = w2, kazdy nowy
wklad podwaja czestos¢. Jesli taki szum ma by¢ uzyty do grafiki komputerowe;,
nie ma sensu uzycie tak wysokich czgstosci, ze okres funkcji staje si¢ mniejszy
od jednego piksela. Wiec, jesli okres podstawowy jest porownywalny z wielko-
$cig ekranu, dla typowych ekranow N = 12 jest wystarczajace.

Zalezno$¢ amplitudy sktadnika od k jest dos¢ zasadnicza. Jesli maleje ona bar-
dzo szybko, dominujg niskie czestosci, funkcja jest dos¢ regularna. Jesli wysokie
czestosci majg istotne wagi, szum staje si¢ poszarpany. Bardzo czesto stosuje si¢
zalezno$¢ A, = k™, gdzie wyktadnik x miesci si¢ typowo migdzy 0 a, powiedz-
my, 3. Wykresy ponizej przedstawiaja probki dla x rownych 2,5; 2,0; 1,51 1,0.

W%
MWWM%

Rys. 4. Synteza spektralna szuméw
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3.3. Iteracyjne dzielenie przedziatu

Ostatnig metodg poruszong tutaj jest iteracyjne, albo rekurencyjne, podzielenie
rozwazanego przedziatu na fragmenty i na losowym przesunigciu koncoéw pod-
przedziatéw. W zargonie uzywanym w grafice komputerowej, zwlaszcza
w tworzeniu funkcji losowych dwuwymiarowych, technika ta nosi (niezbyt
szczesliwie) nazwe ,,plazmy”, co bierze si¢ z faktu, ze algorytm przypomina
nieco iteracyjna technik¢ rozwigzywania réwnan pola dla przewodzacego
o$rodka. W dziedzinie syntezy obrazéw jest to ulubiona metoda generowania
powierzchni terenéw gorskich.

Algorytm w jednym wymiarze jest bardzo prosty. Bierze si¢ dwa punkty —
konce wykresu. Szum o ,,glebokosci” zero jest po prostu linig faczaca te punkty.
Aby otrzymaé glebokos¢ 1 dzielimy przedzial na dwie potowy i $rodkowy
punkt przesuwamy (np. dla prostoty tylko pionowo) o losowa warto$¢, wybrang
z jakiego$ rozktadu, jednorodnego, czy lepiej,
Gaussowskiego. Warto$¢ S$rednia losowanej
zmiennej losowej wynosi zero, wtedy otrzymany
szum winien oscylowa¢ wokot linii aczacej
konce przedzialu. Wariancja zalezy od dtugosci
przedziatu, powinna si¢ zmniejsza¢ wraz ze
zmnigjszaniem tej dlugosci. Nastgpnie stosujemy |
rekursje. Dwie potéwki zostaja znowu podzielo-
ne, a $rodki przesunigte. Wariancja losowych
przesuni¢¢ powinna by¢ mniejsza niz poprzed-
nio. To jest szum o glebokosci 2. Te podziaty
stosujemy tak dhugo, jak chcemy, w granicach rozsagdku. Podobnie jak w syntezie
spektralnej, jesli celem szumu jest wizualizacja, nie warto schodzi¢ ponizej diu-
gosci jednego piksela. Gtgbokos¢ rzedu kilkunastu jest wystarczajaca.

Aby ksztalt szumu, czy ksztalt jego funkcji autokorelacji, odpowiadat ,,ty-
powym” funkcjom losowym opisujacym obiekty naturalne, zwykle przyjmuje
si¢ dla glebokosci p rozrzut o = oo - 277, gdzie k jest stalg, tak jak poprzednio
miedzy 0 a 3 (powyzej wartosci 2 wida¢ wlasciwie tylko pierwszy podzial, na-
tomiast 0 generuje bialy szum). Rysunek 6 obrazuje szum dla x réwnych 1,0,
0,85i10,5.

Algorytm w dwoch wymiarach jest podobny, tylko bardziej skomplikowany.
Przesuwa si¢ $rodki kwadratow, tworzg one romby. Nastepnie dzieli si¢ romby
I przesuwa ich $rodki. Po tym etapie siatka zostaje zmniejszona dwa razy, ma-
my 4 razy wigcej kwadratow 1 mozna procedure posunaé dalej. W ten sposob
mozemy generowa¢ chmury lub szorstkie powierzchnie. Rysunek 5 przedstawia
dwuwymiarowy szum wygenerowany ta metoda.

Rys. 5. Chmury fraktalne, metoda
»plazmy”
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MWW

Rys. 6. Szum generowany przez podziat odcinka

4. Metody Monte-Carlo

PrzejdZzmy do typowych — interesujgcych fizykow — zastosowan liczb losowych.
Standardowe, podstawowe wykorzystanie liczb losowych, to probkowanie sta-
tystyczne, zbieranie danych statystycznych, obliczanie $rednich, dyspers;ji itp.
W zasadzie mozna stwierdzi¢, ze to wszystko sprowadza si¢ do catkowania
numerycznego (dyskretnego).

4.1. Catkowanie

Do obliczania pdl figur geometrycznych mozna uzy¢ me-
tody ,,orzel-reszka”. Ponizszy przyklad jest oczywiscie
akademicki. Losujemy w kwadracie jednostkowym pary
liczb losowych — punkty (x,y), i obliczamy liczbe punktow,

dla ktorych \/x? +y? <1. Wynik dostarczy nam przyblize-
nia z/4.

Oczywiscie wynik jest bardzo niedobrym przyblize-
niem. Biad wzgledny przyblizenia zachowuje sie¢ jak Rys. 7. Metoda

. . . L. ,»orzet-reszka”

1/JN, gdzie N jest liczba losowan. Metody determini-
styczne s3 tutaj znacznie precyzyjniejsze. Jednak obraz zmienia si¢ zupehie,
jesli catkowanie jest dokonywane w przestrzeni o duzej liczbie wymiarow.
Zwroémy uwage, ze nawet prosta molekula ma przynajmniej pi¢¢ stopni SWo-
body: translacyjne i rotacyjne. Dla skomplikowanych czasteczek wymiar prze-
strzeni parametrow jest znaczny. Okazuje si¢ wtedy, ze metody deterministycz-
ne dzielenia przestrzeni na komorki dajg zbiezno$¢ calkowania numerycznego
juz nie tak dobra. W kilkunastu, lub wigcej wymiarach metody losowe wygry-
wajg bezapelacyjnie.

Metoda ,,orzet-reszka” nie jest najbardziej klasyczng technikg catkowania.
Zwykle uzywa si¢ metody sredniej wazonej:

[ f(x)dx;%if(xi),
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Gdzie x; sa liczbami losowymi z przedziatu [a, b]. Doktadnos¢ tej metody
jest nieco wieksza niz metody ,.orzel-reszka” (np. dla f(x) =+/1—x*> miedzy

0 a 1), ale zbiezno$¢ pozostaje proporcjonalna do 1/ JN . Im bardziej funkcja f
jest fluktuujaca, szybkozmienna, tym btad jest wigkszy. Lepsze (doktadniejsze)
wyniki uzyska sig, jesli rozktad uzytej zmiennej losowej nie jest jednorodny, ale
przypomina zachowanie f (a wlasciwie jej wartosci bezwzgledne;).

4.2. Rozwigzywanie réwnan roézniczkowych czgstkowych
To jest takze calkowanie... Rozwazmy bardzo wazne dla fizykéw réwnanie
r6zniczkowe Laplace’a w dwoch wymiarach:

0* | & _
(%JFWJ f(x,y)=0.

Réwnanie to opisuje np. rozklad wartosci jakiegos
pola fizycznego w przestrzeni. (Moze to by¢ pole
elektromagnetyczne, pole predkosci ptynu, itp.) Ob-
szar, w ktorym wystepuje to pole moze mie¢ skompli-
kowang geometrie. Znane sa warunki brzegowe, tj.
warto$ci pola na brzegach obszaru.

Metoda stochastyczna obliczania wartosci pola
w jakim$ punkcie polega na losowaniu trajektorii,
Rys. 8. Rownanie Laplace’a  1ychy Brownowskiego™ teoretycznej czastki, wycho-

i ruch Browna . .

dzac od analizowanego punktu. Wybieramy losowo
kierunek: gora, dot, lewo lub prawo i powtarzamy t¢ operacje, az ,.czgstka”
dotrze do brzegu obszaru, gdzie warto$¢ funkcji jest znana. Sumujemy wszyst-
kie wartosci. Ta $rednia, po podzieleniu przez liczbe trajektorii, da nam osza-
cowanie warto$ci funkcji. Zauwazmy, ze szansa natrafienia na bliski brzeg jest
wigksza niz na daleki. Wynik, jak zawsze, bedzie obarczony bledem statystycz-
nym, ale metoda jest uzyteczna w praktyce.

5. Wybrane metody Monte-Carlo w fizyce

Jak wiemy, w stacjonarnej fizyce statystycznej prawdopodobienstwo jakiegos$
stanu S(...) opisanego szeregiem parametrow mikroskopowych: potozen, orien-
tacji itp. sktadnikow, zwykle wyraza si¢ wzorem na rozktad kanoniczny Gibbsa

p(S)=Ne 75O,

gdzie N jest stala normujaca, a E — energia stanu S. Czynnik g = 1/(kT), gdzie
T jest temperatura, a K — statg Boltzmanna. Symulacja systemu powinna dostar-
czy¢ probek zgodnych z tym prawdopodobienstwem. Mierzac zalezno$ci mig-
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dzy symulowang temperatura a innymi wielko§ciami, np. $rednig energia sys-
temu.

Zalezno$¢ energii od stanu moze by¢ bardzo skomplikowana i praktyczne
obliczenia wtasno$ci systemu za pomoca metod analitycznych jest rzadko moz-
liwe. Dysponujemy wieloma metodami symulacyjnymi, z ktorych ciagle dos¢
popularng jest metoda Metropolisa, ktorag pokrotce omoéwimy. Nie generujemy
bezposrednio prawdopodobienstwa jak we wzorze powyzej, ale wychodzac
z jakiego$ stanu poczatkowego pozwalamy, aby uktad si¢ ,,uspokoilt”, doszedt
do swojego stanu rownowagi, a raczej do zespotu takich stanow. Beda to stany
minimalizujace energig.

Mierzac ,,doswiadczalnie” energie systemu w stanie bliskim réwnowagi,
mozemy obliczy¢ takie wlasnoSci termodynamiczne jak ciepto wiasciwe
i otrzyma¢ liczbowe wyniki dotyczace wystepowania przejéé¢ fazowych. Oto
zarys metody:

1. Wybieramy jaki$ stan poczatkowy S i obliczamy energi¢ systemu.
2. Iterujemy pewna liczbe razy, az stwierdzimy, ze uktad si¢ ustabilizowat,
nastgpujace operacje:

a. Losujemy nowy mozliwy stan, S'. Zmieniamy warto$ci energii jednego
lub kilku sktadnikéw, potozenia, orientacje czasteczek itp., w zalezno-
$ci od szczegdtow. Obliczamy nowa energie E' = E(S'). Zwykle, jesli
zmiany s3 lokalne, nie potrzeba przeliczy¢ calej energii, tylko osza-
cowac jej zmiane, AE.

b. Jedli ta zmiana jest ujemna, kierunek zmiany stanu jest korzystny,
uktad zbliza si¢ do rownowagi. Akceptujemy nowy stan. W przeciw-
nym wypadku energia si¢ zwigksza, oddalamy si¢ od rownowagi,
wiec jest to niekorzystna zmiana stanu.

C. Jednak, aby unikng¢ zablokowania systemu w stanie lokalnej pseudo-
rownowagi dalekiej od rzeczywistego minimum globalnego, pozwo-
limy systemowi si¢ ,,ruszy¢”:

i. Obliczamy p = e “F¥",
ii. Losujemy standardowg liczbe z przedziatu 0 — 1 i porownujemy
z p. Jesli r < p, nowy stan zostaje zaakceptowany. Jesli nie, stan
S’ zostaje odrzucony i wychodzac z S generujemy nowy stan S'.
d. Mierzymy wielkosci, ktore nas interesujg.
3. Zmieniamy temperature i kontynuujemy.

Zauwazmy, ze je$li temperatura jest wysoka, warto$¢ p pozostaje bliska jed-
nos$ci nawet dla do$¢ sporych AE. System begdzie fluktuowal losowo, jego
»energia termiczna” bedzie dominowata nad energig ,,potencjalng” zwigzang ze
stanem mikroskopowym. W niskich temperaturach niekorzystne zmiany stanu
beda silnie hamowane. W praktyce, jesli interesuje nas jaka$ niska temperatura,
zaczynamy od wysokiej i powoli ja obnizamy, bez reinicjalizacji parametrow
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systemu Mamy w ten sposob nadzieje, ze osiggniemy stany bliskie réwnowagi
globalnej.

5.1. Model Isinga (2 wymiary)

Czgsto uzywanym modelem, interesujacym dydaktycznie, gdyz obliczalnym
takze analitycznie, jest model dwuwymiarowego ,krysztalu ferromagne-
tycznego” zawierajacego spiny Sy o dwoch mozliwych orientacjach, po-
wiedzmy ,,+1” i ,,—1”. Energia pary sasiadow a = (k, I) i np. b = (k + 1, I) wyno-
Si Eap = —CS4 - Sp, gdzie ¢ jest dodatnig stata. Jesli dwa sgsiednie spiny sg zorien-
towane identycznie, energia jest mniejsza, jesli przeciwnie — wigksza.
Catkowita energia systemu jest suma

E(S)=— Y S,-S,

sasiedzi(a,b)

Spin ,,do gory” moze by¢ wizualizowany jednym kolorem, np. czarnym,
a,,w dot” — biatym. Oprécz energii mozemy mierzy¢ réwniez magnetyzacje,
$redni spin systemu, a jesli interesuje nas dynamika w obecnosci zewnetrznego
pola magnetycznego, mozemy doda¢ do energii czton Ey(S) = H .S, Zaj-
miemy si¢ jednak doswiadczeniem bez zewnetrznego pola. Takie state jak c,
czy stala Boltzmanna nie majg Zzadnego znaczenia, gdyz jednostki energii czy
temperatury sg umowne. Rysunek 9 obrazuje konfiguracje systemu Isinga, dla
temperatur wysokich, $rednich: bliskich tzw. temperatury krytycznej, i niskich,
po dtugim czasie symulacji.

Kazdy spin ma czterech sasiadow (zaniedbujemy sasiadéw diagonalnych;
mozemy ich uwzgledni¢, a takze dalszych sgsiadow, ale tutaj podajemy naj-
prostszy mozliwy przyktad). Lokalna zmiana stanu systemu polega na przekre-
ceniu jednego spinu. W zaleznos$ci od sasiadow, zmiana energii wyniesie: +8,
(z -4 do +4) jesli wszystkie sgsiednie wezty mialy te samg orientacje co cen-
tralny, +4, jesli jeden mial inng, (z —2 do +2) i 0 jesli dwa miaty inng. Pozostate
przypadki daja AE, rowne —4 lub —8. Mozemy stablicowa¢ odpowiednie warto-
sci funkcji wyktadniczej, aby przyspieszy¢ obliczenia. Mozemy takze uzy¢
warto$ci —2,-1,0,1,2, sprowadzi si¢ to do przedefiniowania wartosci stalej C
(albo temperatury).

To jest w zasadzie wszystko, pozostaje zaprogramowac i pusci¢ w ruch sy-
mulacje. Jednak odpowiedz na pytanie: ktore, i w jakim porzadku przekrecimy
spiny, aby otrzyma¢ nowy stan, nie jest prosta. Jesli dokonamy tego sekwencyj-
nie, spin po spinie, linia po linii, kolumna po kolumnie, zmiana energii bedzie
zaleze¢ od tego co stato si¢ przed chwilg z sgsiadem, taki sekwencyjny algorytm
jest nienaturalny, niefizyczny. Postagpimy inaczej, zajmiemy si¢ rownoleglta
(w symulacji) zmiang orientacji wszystkich spinow. Zatozymy okresowe (toroi-
dalne) warunki brzegowe, tj. na prawo od ostatniej kolumny znajdzie si¢ pierw-
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sza, itd. Algorytm podany ponizej takze jest nieco niefizyczny, ale realistyczny
i szybki.

Rys. 9. Model Isinga, zachowanie w zaleznos$ci od temperatury

5.2. Program i wyniki
Naszym celem nie jest podawanie technik programowania, odstagpimy jednak od
tego, gdyz chcemy pokazaé jak wspotczesny fizyk powinien programowac zbli-
zone problemy, przy uzyciu uniwersalnych jezykéw i pakietow programowania
i jak niewiarygodnie krotkie programy mozna tworzy¢, jesli ma si¢ odrobing
kompetencji. Do$¢ dawno temu proponowali$my na tamach Fotonu uzycie pa-
kietu Scilab, pozwalajacego na tzw. programowanie wektorowe: cate tablice
liczbowe, wielowymiarowe, moga by¢ w jednej instrukcji dodane do siebie,
albo poddane innym operacjom matematycznym. Unika si¢ pisania jawnych
petli iteracyjnych, co przyspiesza program (petle sg wykonywane przez wielo-
krotnie szybszy kod w skompilowanej bibliotece), a takze unika si¢ bledow.
Tym razem proponujemy uzycie jezyka Python i pakietow numpy oraz
Matplotlib, pozwalajacymi razem na przetwarzanie tablic i ich wizualiza-
cje. Po zatadowaniu tych pakietow, (ewentualnie innych jesli trzeba) utworzenie
tablicy liczb losowych N x N 0 warto$ciach =1 sprowadzi si¢ do jednej instruk-
Cji;a = (2*rand(N,N)<1)-1. Niech beta oznacza aktualng warto$¢ 1/T.
W jaki sposdb obliczy¢ energie systemu? Pakiet zawiera funkcje roll, pozwa-
lajaca przesung¢ cyklicznie w lewo — prawo / gore — dot linie lub kolumny ta-
blicy.
Ponizszy program dokonuje modyfikacji tablicy a:

d=(roll(a,l,axis=0)+roll(a,-1,axis=0)+
roll(a,l,axis=1)+roll(a,-1,axis=1))

en=a*d # Aktualna energia

z=(2*rand (N,N)<1) -1 # Prop. nowego stanu; losowa.

p=exp (beta* (d*z-en)) # Prawdopodobienstwo zmiany

rr=rand (N,N)<p

a=z*rr + a*(l-rr)
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To wszystko, reszta to petle zmieniajace temperature, oraz iterujace kilka-
dziesigt razy powyzsze instrukcje dla kazdej temperatury, aby uktad si¢ ustabi-
lizowat. Rysunek 10 przedstawia zalezno$¢ sumarycznej energii systemu
w funkcji temperatury oraz jej pochodna, tj. ciepto wilasciwe. Temperatura
zmienia si¢ od 0,5 do 4. Wida¢ wyraznie efekt progowy, w okolicy T = 2, nie
zaznaczylismy jednostek, gdyz sa one czysto umowne.

Rys. 10. Energia i ciepto whasciwe w funkcji temperatury dla symulowanego modelu Isinga

Zakonczenie

Metody Monte-Carlo zblizone do metody Metropolisa sg takze uzywane
w technikach obliczeniowych dalekich od fizyki, gdyz stanowig one przyktad
technik optymizacji stochastycznej, interesujacej np. ekonomistow, inzynierow
projektujacych linie produkcyjne itp.
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