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Przez pot i Izy ku satysfakcji

Pisze ten tekst z uczuciem przygnebienia, poniewaz mam $wiadomos$¢, ze nie-
ktérzy z Panstwa z powodu utraty pracy mogg zaprzesta¢ lektury Fotonu.

Niz demograficzny i reforma dziesigtkuja kadre nauczycielska, a tymczasem
niz moglby by¢ znakomita okazja do zmniejszenia liczebnosci klas, do podziatu
na grupy, do reaktywacji kotek fizycznych, do zindywidualizowanego naucza-
nia. Wszyscy wiemy, ze jest to warunek konieczny (cho¢ oczywiscie niewystar-
czajacy) do poprawy jakosci nauczania. Wiemy, ze uczniowie rozwijaja si¢
W réznym tempie, majg rozmaite zdolnosci i predyspozycje i wreszcie inng cheé
i motywacj¢ do nauki. Nad kazdym uczniem trzeba si¢ pochyli¢ indywidualnie.
Tak z nim pracowa¢, by wzbudzi¢ zainteresowanie i wykrzesa¢ che¢ do cigzkiej
pracy. Trzeba takich uczniow wytuska¢ z wiekszosci, ktora chce mie¢ w szkole
fatwo, mito i przyjemnie. To nie odbywa si¢ ,,samo”, wymaga od nauczyciela
pracy i wysitku. Przystowiowe ,,pot i 1zy” sg niezbedne i ze strony nauczycieli
i uczniow. Samo stuchanie, cho¢by najefektowniej podanych historii o poczatku
Wszech§wiata i o roli nanotechnologii w produkcji kosmetykow, moze posze-
rzy horyzonty przysztego obywatela, lecz nie nauczy go fizyki, myslenia ilo-
Sciowego niezbgdnego chocby tylko dla lekarzy, inzynierow, czyli w zawodach
koniecznych ludzko$ci do przetrwania.

Uczniowie muszg przej$¢ trening, czasami zmudny, spedzi¢ godziny na ro-
zumowaniu, wykonywaniu obliczen, rozwigzywaniu zadan. Rolg nauczyciela
jest ukazanie uczniom nagrody w postaci satysfakcji z sukcesow, obdarzania
pracowitych pochwatami i nagrodami. Rolg madrego spoleczenstwa jest ofero-
wanie jako nagrody dobrych posad i prestizu.

Goraco polecamy artykut o dawkach promieniowania naturalnego, na jakie
jestesmy eksponowani. Podane sa one ze szczegdétowymi uzasadnieniami, CO
pozwoli unikngé¢ wielu kontrowersji w rozmaitych dyskusjach. Zachecamy tez
do lektury bardzo uzytecznych, naszym zdaniem, artykuléw o rézniczkowaniu
algorytmicznym i o zastosowaniu catkowania numerycznego. Przypominamy
tez ,fatwe-trudne” zadanie z transporterem, przedyskutowane przez niezyjace-
go juz Waldemara Gorzkowskiego. Jestesmy pewni, ze zyciorys geniusza Lwa
Landaua, autora kultowych podrgcznikow, tez przyciagnie Panstwa uwage.

Zapraszamy do lektury i zachecamy do bycia z nami réwniez po przerwie
wakacyjnej.

2.G-M
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Promieniowanie naturalne
z Ziemi i z Kosmosu

Pawet Moskal, Sedigheh Jowzaee
Instytut Fizyki UJ

Organizmy zyjace na powierzchni Ziemi podlegaja nieustannemu napromienio-
waniu czagstkami pochodzacymi z Kosmosu, a takze tymi z rozpadow jader ato-
méw stanowigcych skorupe Ziemi i jej atmosfere. Zrodtem napromieniowania
istot zywych sg takze pierwiastki promieniotworcze zawarte w ich organizmach.

5% 3%

2,59 0.4% @ Radon i tor

B Zastosowania medyczne

O Promieniowanie gamma

g Promieniowanie
kosmiczne

Polska @ Radionuklidy naturalne USA
wewnatrz organizmu

Olnne

Rys. 1. Przyczynki procentowe napromieniowania cztowieka pochodzace ze Zrodet naturalnych
i sztucznych. Jednostka dawki napromieniowania organizmu jest Sv (Siwert)’. Srednia roczna
dawka napromieniowania w Polsce wynosi 3,3 mSv, w tym od zrédet naturalnych ~2,45 mSv,
a od sztucznych ~0,85. W USA catkowita $rednia dawka roczna jest prawie dwa razy wigksza niz
w Polsce i wynosi 6,2 mSv, a procentowy przyczynek od Zrodet sztucznych jest takze istotnie
wyzszy. Wynika to z faktu, ze w USA medycyna nuklearna jest znacznie powszechniej stosowana
niz w Polsce

Promieniowanie z Kosmosu

Promieniowanie kosmiczne w postaci protonéw (87%), jader helu (11%),
a takze nieznacznie w postaci innych jader (1%) i elektronéw (1%) dolatuje do
atmosfery Ziemi w wigkszosci spoza uktadu Stonecznego, z odlegtych galaktyk.
Czes¢ tego pierwotnego promieniowania dociera do powierzchni Ziemi. Pozosta-
ta czg$¢ inicjuje w atmosferze i zawartych w niej pytach reakcje jadrowe rozbija-
jac jadra atomowe na mniejsze fragmenty, a takze wytwarzajac, nieraz w wielu
nastepujacych po sobie reakcjach, wiele innych czgstek. Sposrod wytwarzanych
w atmosferze czastek najistotniejszymi, z punktu widzenia promieniowania na

! Przypominamy, Zze Sv = J/kg jest miara napromieniowania organizmu wyrazang w jednost-
kach energii deponowanej w organizmie przez promieniowanie na jednostke masy napromienio-
wanego organizmu. Sv (siwert) jest jednostka dawki skutecznej be¢dacej miarg skutkow biolo-
gicznych wywotywanych w organizmach zywych przez promieniowanie. Dawke t¢ oblicza si¢
przemnazajac energi¢ kinetyczng zdeponowana przez promieniowanie na jednostke masy organi-
zmu przez wspotczynnik szkodliwosci danego rodzaju promieniowania oraz przez wspotczynnik
wagowy uwzgledniajacy wrazliwo$¢ na promieniowanie poszczego6lnych organow.
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powierzchni Ziemi, sa miony (mion jest czastka o wlasciwosciach podobnych
do elektronu, tylko posiada ponad dwiescie razy wigksza mase niz elektron).
W sumie, na skutek pierwotnego i wtornego promieniowania kosmicznego,
w trakcie jednej sekundy przez kazdego cztowieka przelatuje okoto siedemdzie-
sigt mionow, pigédziesigt kwantow gamma, kilkadziesiat elektronow i antyelek-
tronow i kilka protonow i neutronéw. W ciggu kazdej sekundy przelatuje przez
cztowieka takze wiele miliardow neutrin docierajacych do Ziemi z Kosmosu.
Pomimo tak olbrzymiej liczby ich wptyw na nasze organizmy mozemy catko-
wicie zaniedbaé, poniewaz neutrina nie oddziatuja ani elektromagnetycznie, ani
silnie. Dlatego tez $rednio tylko raz na kilka dni zdarza si¢ w ciele cztowieka
reakcja wywotana przez neutrino.

Pozostate czastki, takie jak miony, protony czy elektrony posiadajace tadu-
nek elektryczny, przelatujac przez organizm jonizuja na swojej drodze atomy.
Jonizacje posrednio moga wywotac takze elektrycznie obojetne neutrony lub
kwanty gamma: neutrony na skutek reakcji jadrowych, w ktorych uwalniane sg
czastki natadowane, a kwanty gamma poprzez elektromagnetyczne wybijanie
elektronéw. W sumie promieniowanie kosmiczne w ciggu roku wywotuje joni-
zacj¢ zawartych w czlowieku atomoéw, a tym samym uszkodzenia komorek,
wynoszace Srednio okoto 0,39 mSv. Na terenie Polski napromieniowanie czto-
wieka bezposrednio w wyniku promieniowania kosmicznego stanowi jedynie
11,8% catkowitej dawki, wynoszacej 3,3 mSv na rok (rys. 1).

Substancje promieniotwdrcze wytwarzane w atmosferze

Promieniowanie kosmiczne prowadzi takze do powstania izotopdw promieniotwor-
czych, ktore napromieniowujg nas od wewnatrz. Izotopy te wytwarzane sg w at-
mosferze Ziemi w wyniku tancuchéw reakcji jadrowych inicjowanych przez pier-
wotne promieniowanie kosmiczne (rys. 2). Do takich kosmopochodnych izotopow
majacych znaczacy przyczynek do napromieniowania zywych organizméw naleza
jadra promieniotworcze wegla *C, sodu ?Na, wodoru *H i berylu *Be.

Y azot z atmosfery

proton . ,7. ‘
7>
—> 0

z kosmosu

azot “N
wegiel 4C

—

) Rys. 2. Lancuch reakcji jadrowych
inicjowany promieniowaniem kosmicz-
nym prowadzacy do powstania izoto-
pow wegla **C i wodoru *H. Zaréwno
14C jak i °H powstaje glownie w wy-
niku oddziatywan neutrondw promie-
niowania kosmicznego z azotem i tle-
nem.

wegiel 2C
tryt3H
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Jadro atomowe wodoru *H podobnie jak **C powstaje w reakcji neutronéw ter-
micznych z jadrami azotu, na przyktad w wyniku reakcji: n + "N — **C + °H
in+ "N — C + p. W wyniku reakcji jadrowych indukowanych promieniowa-
niem kosmicznym koncentracja wegla “*C w weglu wynosi 10, a trytu (*H)
w wodorze 10,

Atomy z jadrami promieniotworczymi posiadaja praktycznie takie same
wlasciwosci chemiczne jak zwykte atomy, dlatego zuzywane sa w procesach
metabolicznych przez organizmy zywe podobnie jak atomy z jadrami stabilny-
mi. Przykladowo wdychamy znajdujacy si¢ w powietrzu promieniotworczy
dwutlenek wegla *CO, czy molekuly promieniotwoérczej pary wodnej *H,O.
W konsekwencji atomy z jadrami promieniotworczymi, takimi jak na przyktad
YC czy °H, stanowig cze$¢ naszych organizmow.

Promieniowanie z wnetrza czlowieka
Najwigkszy wktad do wewngtrznego napromieniowania pochodzi od promie-
niotworczego potasu “°K, ktory nie powstaje na skutek promieniowania ko-
smicznego, lecz jest jednym z 18 pierwiastkow promieniotworczych wystepuja-
cych w skorupie Ziemi, ktérych czas zycia jest wickszy lub niewiele mniejszy
niz wiek Ziemi (okoto pigé miliardow lat). Potas “°K wystepuje powszechnie
w zywnos$ci i w konsekwencji wchtaniany droga pokarmowa stanowi sktadnik
organizmu czlowieka.

Biorac pod uwage stosunkowa zawarto$¢ promieniotworczego potasu “°K
w potasie (okoto 107%), wegla **C w weglu (okoto 107*%), zawartosé tych pier-
wiastkow w organizmie cztowieka (~18% masy czlowieka to wegiel, a 0,2% to
potas) oraz $rednie czasy zycia pojedynczych jader ~1,85-10° lat (*°K) i ~8500
lat (**C) otrzymujemy?, ze w cztowieku o masie 70 kg na sekunde rozpada sie
okoto 4300 jader potasu “°K i okoto 2500 jader wegla **C. Biorac pod uwage
takze inne pierwiastki promieniotworcze okazuje si¢, ze Srednio w trakcie jed-
nej sekundy w czlowieku nastgpuje okoto 8000 rozpadéw promieniotworczych,
w wyniku ktorych cztowiek od wewnatrz napromieniowuje si¢ gldwnie elektro-
nami i kwantami gamma. Dawka napromieniowania wynikajaca z rozpadow
radionuklidéw zawartych w ciele cztowieka wynosi okoto 0,28 mSv, co w Pol-
sce stanowi 8,5% catkowitej dawki rocznej (rys. 1).

2 Aktywno$é potasu “°K w cztowieku mozemy obliczyé dzielac liczbe jader atomowych “°K
znajdujacych si¢ w czlowieku przez $redni czas zycia jednego jadra. Aby to zrobi¢ musimy wie-
dzie¢, ze:

éredni czas zycia jadra “°K wynosi 1,85 miliarda lat ~58,2-10%° sekund;

zawarto$¢ procentowa potasu w cztowieku wynosi 0,2% = 0,002;

zawarto$é stosunkowa potasu “°K do potasu naturalnego (stabilnego) wynosi 0,000117;

masa molowa potasu wynosi ~39,1 grama, czyli 6,02-10%%/39,1 = 154-10%° atom6éw na gram.

Biorac pod uwage powyzsze wartosci dla cztowieka o masie 70 kg otrzymujemy:

70 kg-0,002:0,000117-154-10%° kg™ / (58,2-10™° s) = 4334 rozpady potasu “°K na sekunde.



FoTtoN 117, Lato 2012 7

Promieniowanie z Ziemi

Sposrod 18 dhugozyjacych pierwiastkow promieniotworczych znajdujacych sie
w skorupie Ziemi tylko uran (**U, ?°U) i tor (®**Th), inicjujac szereg nastgpu-
jacych po sobie rozpaddéw, powoduja, ze w skorupie Ziemi znajduja si¢ jeszcze
43 inne promieniotworcze izotopy. Czas zycia tych pochodnych izotopow jest
0 wiele rzedow wielkosci mniejszy niz wiek Ziemi, wigc mozna by w uprosz-
czeniu przyjaé, ze sg one ,,na biezaco” wytwarzane i w zwigzku z tym ich ak-
tywnos$¢ jest taka sama jak aktywno$¢ protoplastow inicjujacych tancuch rozpa-
dow. Przyktadowo na jeden rozpad “®*U mamy po jednym rozpadzie kazdego
Z pierwiastkow z szeregu® (patrz tabele 1 i 2).
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Rys. 3. Widmo energii kwantéw gamma emitowanych z rozpadu izotopéw w szeregu uranowo-
-radowym (gorny wykres) oraz torowym (dolny wykres); patrz takze tabele 1 i 2. Na wykresie
zaznaczone sg wszystkie warto$ci energii emitowanych kwantéw w poszczegdlnych szeregach.
Intensywno$¢ podana jest w stosunku do aktywnosci prekursora szeregu

% Mniejsza aktywno$é beda mialy pochodne nuklidow rozpadajacych sie na dwa lub wiecej
Sposobow.
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Izotopy promieniotworcze znajdujace si¢ w skorupie Ziemi napromieniowuja
Zyjace na powierzchni Ziemi organizmy gtéwnie poprzez promieniowanie
gamma, poniewaz promienie beta i alfa s3 w wigkszosci pochtaniane zanim
wydostang si¢ na powierzchni¢. Najwickszy wktad do promieniowania gamma
pochodzacego z Ziemi majg izotopy z szeregdw promieniotworczych uranu
i toru (65%) oraz potas “°K (35%). W Polsce powoduja one dawke wynoszaca
0,462 mSv co stanowi 14% catkowitej dawki napromieniowania (rys. 1). Ener-
gia kwantow gamma emitowanych w wyniku rozpadu potasu wynosi 1461 keV,
a izotopy z szeregu 2**U i ***Th emituja kwanty gamma o energiach od kilku
keV do ~3300 keV. Widma promieniowania gamma z szeregu torowego (*2Th)
oraz uranowo-radowego (**U) pokazane sa na rys. 3. Na widmach tym wida¢
wiele linii zar6wno dla szeregu uranowo-radowego jak i dla szeregu torowego,
jednak emisja wigkszos$ci z nich jest mato prawdopodobna. W tabelach 1 i 2
dane sa energie kwantéw gamma dla najbardziej intensywnych przej$¢ po roz-
padzie danego izotopu.

Tabela 1. Szereg torowy *2Th. Przedstawiono tancuch rozpadéw: Th — Ra — Ac — Th — Ra
— Rn — Po— Pb — Bi — (Po, Tl) — Pb. Podane s3 energie kwantow gamma emitowanych
tylko z najwigkszg intensywnoscia

Rozpady o najwigkszej intensywnos$ci*
Czas Energia ,,E” czastek podana jest w [MeV],
1zotop potowicznego a intensywno$¢ ,,I” podana jest w procentach
zaniku alfa beta gamma
E I E I E [ 1
Z2Th 1,39-10%y 3,95 (24%) - -
4,01 (76%)
“’Ra 575y — 0,055  (100%) —
ZAc 6,13 h - 2,11 (100%) | 0.34 (15%)
0,908  (25%)
0,968  (20%)
28Th 1,913y 5,34 (28%) - 0,084  (1,6%)
5,42 (71%) 0214  (0,3%)
“'Ra 3,64d 5,45 (5,5%) - 0241  (3,7%)
5,68 (94,5%)
*Rn 55,6 6,30  (~100%) — 0,55  (0,07%)
%o 0,145 s 6,78 (100%) — —
212pp 10,64 h — 0,580 0239  (47%)
0,300  (3,2%)
] 60,5m 6,05 (70%) 2,25 (100%) | 0,040 (2%)
PR 6,09 (30%) 0727  (T%)
64,0% 36,0% 1620  (1,8%)
#2pg — 304 ns 8,78 (100%) - -
- 2087 31m - 1,80  (100%) | 0511  (23%)
0,583  (86%)
2,614  (100%)
208pp Stabilny — — -

* Wzgledna intensywno$¢ dotyczy rozpadow danego izotopu a nie prekursora szeregu.
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Tabela 2. Szereg uranowo-radowy 2**U. Przedstawiono lancuch rozpadéw: U — Th — Pa — (Pa,
U) - Th - Ra —» Rn — Po— (Pb, At) — Bi — (Po, Tl) — Pb. Podane sa energie kwantow
gamma emitowanych tylko z najwigksza intensywnoscia

Rozpady o najwigkszej intensywnos$ci*

Czas Energia ,,E” czastek podana jest w [MeV],
1zotop potowicznego a intensywnos¢ ,,I” podana jest w procentach
zaniku alfa beta gamma
E I E I E I
V] 4,468-10° y 415 (24%) - -
419  (76%)
Z4Th 24,1d - ~0,103 (19%) | 0,063  (3,5%)
0,191  (81%) | 0,924  (2,81%)
0,928  (2,77%)
Zimpg 1,18m - 2,29 (98%) | 0,569  (8,2%)
0,883  (9,6%)
99,86% 0,14% 0946 (13,4%)
- Zipg 6,7h - 0,53 (66%) 0,10 (50%)
1,13 (13%) | 0131  (18%)
0946  (13,4%)
2y 2,48:10%y 472 (28%) - 0,053  (0,2%)
471 (72%)
20Th 7,52:10%y 462  (24%) - 0,068  (0,6%)
468  (76%) 0,142  (0,07%)
®Ra 1602y, 460  (55%) - 0,186 (4%)
478 (94,5%)
22Rn 3,825d, 549  (~100%) - 0510  (0,07%)
‘/mPo \ 3,05m 6,11  (100%) | 0,33  (100%) -
99,98% 0,02%
pyp - 26,8m - 1,03 (6%) 0241  (7,3%)
0295  (19%)
0352  (36%)
- At 2s 6,65 (6%) 0,67 (94%) -
6,70  (94%)
21 19,7 m 561  (100%) | 3,26  (100%) | 0,609  (47%)
AW 1,120 (17%)
99,96% 0,04% 1764 (17%)
Aipg - 164 us 7,83  (100%) - 0,799  (0,014%
)
- 207 1,32m - 23 (100%) | 0,296  (80%)
0,795  (100%)
1.07 (17%)
1,31 (21%)
210pp ~22y 37 (1,810 | 0,017  (85%) | 0,047 (4%)
8) 0,064  (15%)
2o 5,02 d 493  (60%) | 1,155  (100%) -
489  (34%)
~100% ~,00001% 4,59 (5%)
g - 138,3d, 530  (100%) - 0,803  (0,0011
%)
— 2067 419m — 1,520  (100%) —
206pp Stable — — —

* Wzgledna intensywnos$¢ dotyczy rozpadéw danego izotopu, a nie prekursora szeregu.
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Z jakiej glebokosci docieraja kwanty gamma?

Przelatujgc przez materi¢ kwanty gamma ulegaja pochtanianiu lub rozproszeniu
na elektronach i w efekcie tych reakcji ich strumien zostaje ostabiony. Podobnie
jak w przypadku rozpaddéw promieniotworczych liczba kwantow gamma wraz
z gruboscig warstwy ,,x”, przez ktéra przechodza, maleje wyktadniczo jak e,
gdzie X, nazywany jest wspolczynnikiem ostabiania i jest on rowny S$redniej
grubosci, jaka przebywa kwant gamma w danym materiale.

Wspdtczynnik ostabienia zalezy od energii i dla kwantow gamma emitowa-
nych z potasu (E = 1,46 MeV) wynosi on okoto 150 m dla powietrza i 17 cm
dla wody. Biorac pod uwage, ze sklad atomowy gleby jest podobny do wody
i Ze gestos¢ gleby wynosi okoto? 1,5 g/em® (1,5 razy wigcej niz gestosé wo-
dy), mozemy przyjaé¢, ze wspotczynnik ostabienia dla gleby wynosi okoto
17 cm/1,5 =~ 11 cm. Widzimy zatem, ze do powierzchni Ziemi b¢da docierac
kwanty gamma gtéwnie z cienkiej warstwy gleby® wynoszacej okoto 30 cm.

Zawarto$¢ promieniotworczego uranu, toru i potasu w glebie

Glownymi sktadnikami gleby sg tlen O i krzem Si, a po kilka procent wktadu
stanowi takze aluminium Al, zelazo Fe, wegiel C, wodor H czy potas K.
Wprawdzie interesujace nas izotopy potasu “°K, uranu U i toru ***Th oraz izo-
topy promieniotworcze pochodzace z ich rozpadow stanowia w glebie procento-
wo bardzo maty wktad K (~3-10 %), ***U (~3-10 %), **Th (~10°%), to mimo
to jest ich zaskakujaco duzo. Zauwazmy, ze 1 km? warstwy gleby o grubosci
30 cm wazy okoto 500 000 ton (10° m®- 0,3 m- 1,5 ton/m®). Nawet tak mata pro-
centowa zawarto$¢ oznacza, ze w warstwie ziemi o grubosci 30 ¢cm i po-
wierzchni 1 km? jest okoto 4,5 tony toru *?Th, 1,5 tony uranu *®U i 1,5 tony
promieniotwoérczego potasu “°K°. Biorac pod uwage mase¢ atomowsa i $redni
czas zycia 22Th (2,03-10" lat), uranu 2°U (6,45-10° lat) i potasu “°K (1,85-10°
lat) otrzymujemy, ze aktywnosci wlasciwe, czyli liczby rozpadéw na sekunde
na jednostke masy, wynosza: “*Th — 4,06-10° Bq/kg, *®U — 1,24-10" Bg/kg
oraz “°K — 2,58-10° Bg/kg; zatem w jednym kilogramie gleby nastepuje w ciagu
sekundy okoto 770 rozpadéw promieniotwérczych potasu “°K, 37 rozpadow
8 oraz 41 rozpadow “°Th.

* W zaleznosci od zawartosci wody i rodzaju gleby gestos¢ moze sie znacznie wahaé, u jed-
nego z autoréw w ogrodzie do$é mokra gleba miata gestosé 2 glem?®.

% Jesli wspolczynnik pochlaniania wynosi X, = 11 cm, to prawdopodobienstwo, ze kwant
gamma wyemitowany na skutek rozpadu potasu “°K przeleci warstwe ziemi o grubosci 11 cm
Wynosi e =el=037. Prawdopodobienstwo przej$cia przez warstwe o grubosci 22 cm maleje
do e2=0,14, a dla warstwy o grubosci 33 cm wynosi ono juz tylko e = 0,05.

b Zawarto$é pierwiastkow promieniotwérczych w glebie mocno waha sie. Podane liczby sa
raczej oszacowaniami od dotu. Zawarto$¢ uranu w 500 000 ton gleby waha si¢ od kilku do 30 ton.
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lle kwantow gamma na sekunde¢ emituje kilogram gleby?

W wyniku rozpadéw “°K oraz pierwiastkow promieniotworczych powstatych
z rozpadéw uranu i toru emitowane sg czastki alfa, elektrony, a takze kwanty
gamma. W przypadku potasu “°K kwant gamma emitowany jest w 11% rozpa-
dow, czyli na skutek 770 rozpaddéw “°K w jednym kilogramie gleby powstaje
okoto 85 kwantoéw gamma na sekunde. Jeden rozpad **Th czy *U moze po-
wodowac¢ emisje bardzo wielu kwantow gamma pochodzacych z kolejnych
rozpadow pochodnych w szeregu (rys. 3 oraz tabele 1 i 2). Biorgc jednak pod
uwage prawdopodobienstwa emisji, okazuje sig, ze rozpad **?Th i wszystkich
jego pochodnych w szeregu powoduja emisje $rednio tylko okoto 2,5 kwantow
gamma, a w przypadku rozpadu **U i jego pochodnych powstaje $rednio tylko
3,6 kwantéow gamma (mozna to wywnioskowac z tabeli rozpadoéw dostgpnych
np. na stronie http://ie.Ibl.gov/education/isotopes.htm). Zatem w jednym kilo-
gramie gleby w ciggu sekundy powstaje okoto 85 kwantow gamma z potasu
“K, okoto 102 kwanty gamma z pochodnych w szeregu torowym i okoto 133
kwanty gamma z szeregu uranowo-radowego.

Ile kwantéw gamma dociera do powierzchni Ziemi?
Kazdy kwant gamma przelatujac przez materi¢ wczesniej czy pozniej ulegnie
rozproszeniu lub pochtonigciu, gtéwnie na skutek oddzialywania z elektronami,
dlatego nie wszystkie kwanty gamma powstajace w glebie dotrg do jej po-
wierzchni. Dla oszacowania, ile kwantow dociera do powierzchni, przyjmijmy
najpierw, ze wszystkie leca pionowo do gory (za chwile uwolnimy to uprasz-
czajace, ale nierealistyczne zalozenie). Przy takim zalozeniu liczba kwantow
gamma docierajacych na sekund¢ do powierzchni Ziemi S z warstwy o grubosci
dx na glebokosci x jest nastepujaca:

p-dx-S-A-e ™%, 1)
gdzie, p oznacza gestos¢ gleby, xo — wspotczynnik ostabienia promieniowania
gamma, A — oszacowang powyzej przez nas liczbe kwantow gamma emitowa-

nych na sekunde przez jednostke masy gleby.
A zatem z calej gleboko$ci bedzie dociera¢ do powierzchni:

(p.dx.s.A.e*X’Xo):p-xo~S~A, (2)

o—8

czyli tyle kwantow gamma w ciagu sekundy ile emituje warstwa o grubosci
réwnej wspotczynnikowi ostabienia.
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Rys. 4. W wyniku rozpadow jader atoméw stanowigcych naturalny sktadnik ziemi emitowane sg
kwanty gamma. Cze$¢ kwantow gamma wydostaje si¢ na powierzchnie i moze przelecie¢
w powietrzu nawet kilkaset metrow zanim ulegnie rozproszeniu lub pochtonigciu

Zanim podstawimy warto$ci do roéwnania (2) zauwazmy, ze — by uwolni¢ zato-
zenie, ze wszystkie kwanty gamma lecg pionowo do goéry — wystarczy, jak
W grubym przyblizeniu podzielimy ich liczbe przez cztery’. Zatem podstawiajac
warto$ci do rownania (2) i dzielac przez 4 otrzymujemy®, Zze do powierzchni
dolatuje okoto 10 000 kwantéw gamma na m”.

7 Czynnik 2, poniewaz potowa leci w dot, a drugi czynnik 2 jest grubym przyblizeniem tego,
ze im mniejszy kat tworzy kierunek lotu kwantu gamma z poziomem tym mniejsze szanse na
wydostanie si¢ na powierzchnig. Jest to grube zatozenie, ale w obliczu duzych wahan zawarto$ci
uranu i potasu w glebie, ktore moga by¢ nawet o rzad wielkos$ci wigksze niz oszacowane w tym
artykule, taka doktadno$é¢, majaca na celu jedynie uchwycenie rzgdu wielkosci, wydaje si¢ wy-
starczajaca.

8 Wspotczynnik ostabienia zmienia si¢ z energia, zatem do doktadnych obliczen nalezatoby
uwzglednié te zalezno$¢. Dla naszych grubych oszacowan przyjmiemy warto$¢ wspotczynnika
pochtaniania dla $redniej energii kwantow gamma w danym szeregu. Przy takim zaloZeniu wynik
byltby dokladny, gdyby zaleznosé wspotczynnika pochtaniania od energii byta liniowa. Srednie
energie kwantéw gamma emitowanych w calym ciggu rozpadoéw w szeregu torowym i uranowo-
-radowym wynosza odpowiednio ~0,9 i ~0,7 MeV. Wspolczynniki ostabienia w glebie dla tych
energii wynosza w przyblizeniu okoto 9 cm dla 0,9 MeV oraz 8 cm dla kwantow gamma o energii



FoTtoN 117, Lato 2012 13

Gdyby cztowiek potozyt sie na ziemi (zajmujac okoto 0,7 m?) to na jego cia-
o wpadatoby okoto 7000 kwantéw gamma na sekunde pochodzacych z rozpadu
K, #8U i #*Th. W pierwszym przyblizeniu podobna liczba kwantéw gamma
bedzie promieniowaé na cztowieka bedacego w pozycji pionowej. W powietrzu
wspotczynnik ostabienia promieniowania gamma o energii rzgdu 1 MeV wyno-
si okoto 120 metrow, dlatego znaczna cze$¢ kwantow gamma dolatuje na wy-
sokos¢ do kilkuset metrow. W latach pie¢dziesiatych wykorzystywano ten fakt
do poszukiwania zt6z uranu — tereny badano przy uzyciu samolotow i helikop-
teréw z zamontowanymi detektorami promieniowania gamma.

Promieniowanie radonu na $wiezym powietrzu
Do tej pory nie omowilismy gtownego sktadnika dawki napromieniowania na-
turalnego, ktéra pochodzi z rozpadéw promieniotworczych radonu®. Radon jest
jednym z pierwiastkdw promieniotwdrczych powstajacych w tancuchu rozpa-
dow inicjowanych zaréwno przez uran jak i tor (tabele 1 i 2), jednak wyrdznia
si¢ od pozostatych pierwiastkow tym, ze w atomie radonu wszystkie powtoki
elektronowe sg w calosci zapetione i dlatego jest on gazem szlachetnym bar-
dzo stabo reagujacym z otoczeniem.

W szeregu uranowo-radowym (tabela 2) powstaje izotop radonu **Rn,
a w szeregu torowym (tabela 1) izotop “Rn, ten ostatni przyjeto sie nazywaé
toronem. Atomy radonu powstajace blisko powierzchni mineralow (w skatach
i w glebie) uwalniajg si¢ do powietrza i wody (fazy powietrznej lub wodnej
miedzy czasteczkami) dzieki kinetycznej energii odrzutu uzyskiwanej w rozpa-
dzie jadra atomu radu. W glebie z ziaren mineratéw uwalnia si¢ do 70% po-
wstajacego w nich radonu. Szybko$¢ wydostawania si¢ radonu na powierzchni¢
ziemi zalezy od porowatosci i wilgotnosci gleby, od cisnienia atmosferycznego
i innych czynnikéw meteorologicznych. Na emisje radonu na powierzchnie
wplywa takze uklad stref tektonicznych. Szczegolnie sprzyjajace wydobywaniu
si¢ radonu z duzych glebokosci sa uskoki skalne charakteryzujace sie rozkru-
szeniem skat i szczelinami. O ile stezenie w atmosferze wegla **C powstajacego
w wyniku promieniowania kosmicznego jest w miare state w czasie, to stezenie
radonu i toronu ulega duzym wahaniom w zaleznosci od lokalizacji, pory dnia,
pory roku, a takze od pogody. Wigksze stezenia radonu sa pdznym latem,
a mniejsze w zimie. W Warszawie aktywno$¢ radonu wynosi okoto 2,7 Bg/m®,
ale w niektorych miejscowosciach jest az o rzad wielko$ci wieksza: na przyktad

0,7 MeV. Podstawiajac warto$ci do rownania (2) i dzielac przez 4 otrzymujemy, ze do po-
wierzchni 1 m? w ciagu sekundy dociera:
K — 1500 kg/m* - 0,11 m - 1 m®- 85 kg™ /4 = 3500
28(J 1500 kg/m® - 0,08 m - 1 m? - 133 kg™ / 4 =~ 4000
22Th — 1500 kg/m® - 0,09 m - 1 m? - 102 kg™ / 4 =~ 3400
® Radon jest najciezszym gazem szlachetnym majacym najwyzsza temperature topnienia
i wrzenia.
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w Kowarach (30 Bg/m®) czy w Swieradowie (24 Bg/m®)™. Podwyzszona ak-
tywno$¢ w poludniowo-zachodniej Polsce wynika z budowy geologicznej Sude-
tow z duzymi obszarami z odstonietymi skatami magmowymi. Srednia aktyw-
no$¢ radonu w powietrzu na Ziemi nad ladami wynosi okoto 3,7 Bg/m”.

Promieniowanie radonu wewnatrz budynkow

Stezenie radonu jest znacznie wigkSze wewnatrz budynkow niz na zewnatrz.
W Polsce srednie stezenie aktywnosci radonu w mieszkaniach wynosi okoto
40 Bg/m” i jest ono, odwrotnie niz na §wiezym powietrzu, wicksze w zimie niz
w lecie, co wynika zapewne z czgstszego wietrzenia pomieszczen latem niz
zimg. W krajach skandynawskich na przyktad stezenie radonu jest znacznie
wigksze niz w Polsce; $rednia aktywnos$¢ radonu w domach wynosi tam okoto
100 Bg/m®. Dla poréwnania w tabeli 3 podane sa wartoéci aktywnosci radonu
w domach w kilku wybranych obszarach w Polsce i Iranie. Jak wida¢ w Iranie
aktywnos¢ ta tez jest znacznie wigksza niz w Polsce, cho¢ i w Polsce zdarzajg
si¢ obszary o podniesionym stezeniu aktywnos$ci radonu. Na przyktad, $rednia
warto$¢ stezenia radonu w pokojach na parterze budynkow w Jeleniej Gorze
w 2000 roku wynosita okoto 170 Bg/m®, a najwyzsza zmierzong w pomieszcze-
niach mieszkalnych warto§¢ zaobserwowano w domu jednorodzinnym w Jele-
niej Gorze i wynosita ona okoto 3800 Bq/m®, czyli prawie 100 razy wiecej niz
$rednia w Polsce.

Tabela 3. Stezenie radonu w domach w kilku wybranych obszarach w Polsce i Iranie

Polska Rn (Bg/m®) Iran Rn (Bg/m®)
Olsztynskie 51,1 Ramsar 578
Elblaskie 29,3 Tehran 80
Gdanskie 338 Babolsar 88
Koninskie 57,2 Gonabad 84

Jak radon dostaje si¢ do domow?

Radon przedostaje si¢ do wnetrza domow z podloza i z materiatow budowla-
nych, a takze z wody i gazu ziemnego uzywanych w codziennych czynnosciach
domowym (patrz rys. 5), jego stezenie wewnatrz domu mocno zalezy od kon-
strukcji budowli oraz od rodzaju podtoza. W materiatach budowlanych radon
powstaje jako jeden z pochodnych pierwiastkow z szeregdw promieniotwor-
czych uranu i toru (tabele 1 i 2). Stezenie radonu w materiatach budowlanych
bardzo mocno zalezy od miejsca gdzie byly one wykonane. Miarg tego stezenia
moze by¢ aktywno$¢ radu, z ktorego radon powstaje. Na przyktad w jednym

19 Jednostka aktywnosci jest Bq (bekerel). 1 Bq oznacza, ze $rednio nastepuje jeden rozpad na
sekunde. Do opisania stezenia radonu w powietrzu uzywamy jednostke Bq/m® oznaczajaca liczbe
rozpadow jader radonu w 1 m® powietrza w ciagu jednej sekundy.
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kilogramie cegly polskiej nastepuje srednio okoto 20 rozpadow ?°Ra na sekun-
de, a w niemieckiej az okoto 290. Ale za to aktywnos¢ radu w gipsie w Polsce
waha si¢ od 26 do 740 Bq/kg, a w Niemczech nie przekracza od 20 Ba/kg ™.

M,
K
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Rys. 5. Szereg promieniotworczy prowadzacy do powstania radonu %?Rn oraz drogi, ktorymi
radon przedostaje si¢ do wng¢trza domow

Réznice ci$nienia pomigdzy podlozem a wnetrzem domu powoduja, Ze ra-
don jest ,,wsysany” do wnetrza budynkéw z gleby (rys. 5). Radon dostajacy sie
z podloza stanowi $rednio wigkszy przyczynek do stezenia w domach niz jego
emanacja z materiatbw budowlanych. Radon przedostaje si¢ do $rodka domow
poprzez pekniecia w ptytach betonowych, studzienki kanalizacyjne, nieszczel-
no$ci wokot rur doprowadzajacych wode, niedoktadnosci przy taczeniach roz-
nych czgsci budynku. Radon przenika do srodka takze z woda.

! Najwigksza aktywno$¢ w materialach budowlanych pochodzi od potasu “°K. Na przyktad
w ceglach w Iranie wynosi ona $rednio 850 Bg/kg.
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Zawarto$¢ radonu promieniotworczego w wodzie

Radon jest rozpuszczalny w wodzie, ale jego rozpuszczalno$¢ spada ze wzro-
stem temperatury, dlatego radon znajdujacy si¢ w wodzie uzywanej w domu do
codziennych czynnosci uwalnia sie, jesli tylko nastgpuje wzrost jej temperatury,
na przyktad w trakcie gotowania, cieptych kapieli czy brania prysznica. Jednak
nie kazda woda zawiera znaczace ilosci radonu. Jesli woda pochodzi z ujeé
z rzek czy jezior, wtedy wiekszos$¢ radonu zostaje uwolniona zanim woda do-
trze do domow. Zawarto$¢ radonu moze by¢ jednak znacznie wigksza, jesli
woda pochodzi ze Zzroédet podziemnych, cho¢ stezenie aktywnosci radonu i tak
bardzo mocno zalezy od lokalnych warunkow geologicznych. W niektorych
miejscach w Polsce jest ono stosunkowo wysokie, na przyktad w obszarze Jele-
niej Gory gdzie ponad potowa potrzeb miasta pokrywana jest wodg o stgzeniu
aktywnosci radonu wynoszaca okoto 200 Bq/l. Srednia aktywno$¢ promienio-
tworcza wod jest mata i wynosi okoto 15 Bg/l wody morskiej i tylko 0,1 Bg/l
wody z Wisly, ale duzo wigcksze stezenia radonu wystepuja w niektorych wo-
dach podziemnych. Na przyktad w wodach ze zrodta Marii Sktodowskiej-Curie
w Swieradowie Zdroju stwierdzono aktywnos¢ 3000 Bg/I.

Dawka napromieniowania otrzymywana z woda pitna
Zastanowmy sig¢, jaka dawke napromieniowania otrzymuje cztowiek w Jeleniej
Gorze wypijajacy jedna szklanke wody dziennie (~0,2 litra) o st¢zeniu aktyw-
nosci radonu wynoszacym ~200 Bg/l. Jedna szklanka wody dziennie oznacza,
ze w ciggu roku cztowiek wypija 0,2 - 365 = 73 | takiej wody, a zatem wypija
ilos¢ radonu, ktora w sumie powoduje aktywnos¢ 200 Bqg/l - 73 1= 15 000 Bg.
15 000 Bq wchionigtego radonu oznacza, ze do organizmu dostato si¢ okoto
7 - 10° atoméw radonu®®. Gdyby kazde z tych jader atomowych rozpadlo si¢
w organizmie, to wtedy pochtoneliby$my w wyniku jonizacji wywotywanej przez
czastki alfa emitowane z radonu i jego pochodnych (*’Rn (5,49 MeV) — *°Po
(6,11 MeV) — *Po (7,83 MeV)) dawke energii wynoszaca: 7-10°19,43 MeV-
-1,6:10 " J/eV = 22 mJ. W przypadku cztowieka o masie 70 kg oznaczatoby to
dawke pochtonieta w wysokosci 0,31 J/Kg. Biorac pod uwage wspotczynnik
szkodliwosci biologicznej czastek alfa wynoszacy 20 otrzymujemy dawke sku-
teczng réwng ~6,2 mSv. Jednak nie kazdy atom radonu pozostaje w cztowieku

12 I iczba jader promieniotworczych zanika w czasie zgodnie z prawem

N(t) = Np - & Ve, 3)
gdzie t 0znacza czas, a ty.q,; 0znacza $redni czas zycia pojedynczego jadra, N(t) — liczbg jader,
ktore dotrwaty do czasu t, a Ny — liczbe jader w chwili t = 0. Stad aktywnos$¢ w chwili t, czyli
liczba rozpadow na sekundg, wynosi:

A(t) = [dN/dt] = N(t)/tsreqn. 4)
Zatem, aktywnos$¢ w danej chwili jest rowna liczbie jader, ktore dotrwaty do tej chwili podzielone
przez ich éredni czas Zycia. Sredni czas zycia radonu Rn wynosi okoto 5,5 dnia (475 200 s),
czyli 15 000 Bq wchitonietego radonu oznacza, ze do organizmu dostato si¢ 15 000 Bq-475 200 s
~7,1-10° atoméw radonu.
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do momentu rozpadu tylko w wigkszosci wydalany jest wraz z woda w tym
samym dniu, wigc dawka napromieniowania, jaka otrzymujemy w wyniku picia
dziennie szklanki wody o aktywnos$ci radonu 200 Bg/l, wynosi okoto 1 mSv =
(6,2 mSv - (1 —e*®®), czyli zwigksza naturalne napromieniowanie z 2,4 do
3,4 mSv, a wigc jest to wcigz znacznie mniej niz dawka promieniowania otrzy-
mywana przez Skandynawow czy Amerykanow w USA. Jest to oczywiscie
oszacowanie gornej granicy, poniewaz jesli woda zostanie przed spozyciem
podgrzana, to cze$¢ rozpuszczonego w niej radonu si¢ ulotni, a zagotowanie jej
spowoduje prawie catkowite pozbycie si¢ radonu.

Dawka napromieniowania radonem z powierza

Oszacujmy teraz zewnetrzne napromieniowanie cztowieka z powodu obecnosci
radonu w powietrzu. Jest ono praktycznie zaniedbywalne, poniewaz wigkszos¢
czastek alfa o energii kilku MeV nie przeleci przez ubranie. Rozwazmy wigc
dla zabawy dawke¢ napromieniowania nagiego cztowieka przebywajacego przez
caty rok w domu. Otaczajgca go warstwa powietrza, z ktorej moze dolecie¢ do
skory czastka alfa emitowana z radonu, wynosi okolo 4 cm. Zakladajac 2 m?
powierzchni ciala cztowieka daje to objetosé 2 - 0,04 = 0,08 m®. Energia czastek
alfa maleje wraz z gruboscig warstwy powietrza, przez ktorg przeleciaty, wigc
Z grubsza $rednia energia czastek alfa dolatujacych do cztowieka bedzie wyno-
si¢ ~2,5 MeV. Przyjmujac, ze aktywno$¢ radonu w mieszkaniu wynosi
40 Bg/m® otrzymamy, ze czastki alfa z radonu deponuja w ciagu roku w skorze
nagiego cztowieka energi¢ rownag:

2,5 MeV - 0,08 m®- 40 Bg/m®- 360024 -365-1,6-10° J/eV =4,0-10°J

Masa skory cztowieka wazacego 70 kg wynosi okoto 4 kg, wspotczynnik szko-
dliwosci czastek alfa wynosi 20, a wspotczynnik wagowy do obliczania dawki
dla skory jest rowny 0,01. Dawka skuteczna otrzymywana w ciagu roku przez
nagiego cztowieka przebywajacego calty rok w domu wynositaby zatem:

4-10°J/4kg-20-0,01 = 0,002 mSv.

Jest to wartos¢ zaniedbywalna w poréwnaniu z catkowita dawka od promienio-
wania naturalnego.

Dawka napromieniowania radonem wdychanym wraz z powietrzem
Obliczmy, jaki przyczynek daje promieniowanie radonu wdychanego razem
z powietrzem. Zakladajac, ze podczas jednego oddechu wdychamy $rednio
jeden litr powietrza, i ze wdychamy i wydychamy ze stala szybkoscia mozemy
przyjac, ze srednio przez caty czas mamy w phlucach okoto 0,5 litra powietrza
ciggle wymienianego z otoczeniem.

Zaktadajac dodatkowo, ze przebywamy przez cata dob¢ w domu, w powie-
trzu tym nastepowatoby $rednio okoto 40 rozpadéw radonu w m® na sekunde,
czyli 4 - 107 rozpaddw na litr na sekunde. W ciagu roku w naszym uktadzie
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oddechowym nastapi zatem okoto: 4 - 102+ 3600 - 24 - 365 ~ 13 - 10° rozpadow.
W jednym rozpadzie **’Rn emitowana jest czastka alfa o energii 5,5 MeV,
a zatem dawka promieniowania w przeliczeniu na 1 kg (ptuca cztowieka waza
okoto 1 kg) bedzie wynosi¢:

55-10°eV-13-10°-1,6-10° J/eV/kg = 1,1-10° J/kg

W przypadku promieniowania alfa wspoétczynnik szkodliwosci biologicznej
wynosi 20, a wspolczynnik wagowy dawki dla tkanek pluc wynosi 0,12 stad
otrzymujemy dawke skuteczng w wielkosci 20 - 0,12 1,1 - 10° Sv = 0,0026 mSv.

Obliczona powyzej dawka skuteczna jest znacznie mniejsza niz rzeczywiste
napromieniowanie powodowane przez radon. Rzeczywista dawke trudno jest
oszacowac, poniewaz trzeba uwzgledni¢ takze przyczynek od produktow roz-
padu radonu, gtdwnie od izotopow polonu #®Po i #*Po, ktére jako metale cigz-
kie osadzaja si¢ na S$luzie uktadu oddechowego wraz z pylami i aerozolami,
podczas gdy radon razem z powietrzem jest wydychany na zewnatrz. W wyniku
rozpadu promieniotworczego polonu emitowane sg czastki alfa o tacznej energii
kinetycznej ~14 MeV, czyli na skutek rozpadu ?*Po i #*Po w nabtonku drog
oddechowych deponowane jest kilkakrotnie wigcej energii niz z jednego rozpa-
du samego radonu. Ale ze wzgledu na absorbcje w $luzie drog oddechowych
aerozoli zawierajacych polon, otéw i bizmut, dawka od nich jest duzo wigksza
niz od samego radonu. W Polsce, srednia dawka wywolywana promieniotwor-
czoscig radonu wynosi 1,3 mSv. Dawka ta jest wigksza w domach drewnianych,
gdzie $rednio stezenie radonu wynosi 61 Bg/m®, a mniejsza w domach betono-
wych ze §rednim stezeniem wynoszacym 27 Bg/m°.

lle czastek alfa napromieniowuje nas w ciagu sekundy?

Na koniec, z czystej cickawosci obliczmy jeszcze, ile czastek alfa z rozpadoéw
promieniotworczych radonu i jego pochodnych grzeznie w naszych komodrkach
w ciaggu sekundy.

W pierwszym przyblizeniu, ze wzgledu na znacznie mniejsze energie elek-
tronow z rozpadow beta oraz 20 razy mniejszg szkodliwos$¢ biologiczng elek-
tronow w stosunku do czastek alfa mozemy przyjaé, ze glowny wktad do dawki
od radonu i jego pochodnych maja czastki alfa. Zaktadajac, ze srednio w Polsce
wigkszo$¢ dawki od radonu przyjmowana jest w uktadzie oddechowym, pamig-
tajac, ze czynnik szkodliwos$ci biologicznej dla czastek alfa wynosi 20 i czynnik
wagowy dla pluc 0,12 otrzymujemy, ze w komoérkach uktadu oddechowego
w ciggu roku jest deponowana energia 0,54 mJ, a to odpowiada pochtanianiu
okoto 18 czastek alfa na sekunde™.

B Dawka napromieniowania od radonu i jego pochodnych wynosi w Polsce $redniol,3 mSv.
Taka dawka skuteczna napromieniowania oznacza, ze w cztowieku czastki alfa musiaty zdepo-
nowaé energic wynoszaca: 1,3 - 10~ J/kg - 1kg/20/0,12 = 0,54 - 10 J = 0,54 mJ. Co odpowiada
0,54mJ-0,625-10%eV /J/6MeV = 56 - 10° czastkom alfa. Po podzieleniu przez liczbe sekund
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W CIAGU JEDNEJ SEKUNDY:

e Wewnatrz cztowieka nastgpuje okoto 8000 rozpaddow promieniotworczych
jader atomowych, gldwnie izotopdéw promieniotworczych potasu “°K, we-
gla **C oraz wodoru °H.

e Przez cztowieka przelatuje ponad 100 wysokoenergetycznych czastek
z promieniowania kosmicznego, w tym okoto 70 mionéw, 50 kwantow
gamma, kilkadziesiat elektronow i antyelektronéw oraz kilka protonow
i neutronow.

e Przez cztowieka przelatuje okoto 7000 kwantow gamma emitowanych
z ziemi, gtoéwnie z rozpadéw potasu “°K oraz ciagdéw rozpaddw z szeregu
promieniotworczego uranu U oraz toru 2Th.

e Czlowiek pochtania okoto 18 czastek alfa na skutek promieniowania ra-
donu i jego pochodnych.

Nieustannie naswietlani jestesmy:

— promieniowaniem alfa — radon i polon (wdychany oraz z pozywienia),

— promieniowaniem beta — wegiel, potas, wodoér (wdychany i z pozywienia),

— promieniowaniem gamma — glownie z potasu oraz pochodnych uranu
i toru.
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Rozniczkowanie algorytmiczne

Jerzy Karczmarczuk
Zaktad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

1. Wstep

Rachunek rézniczkowy i catkowy stanowia chleb powszedni kazdego fizyka
od najmtodszych lat i nie ma sensu robi¢ tutaj ,,reklamy” analizy matematycz-
nej. Nie kazdy uczen umie rozniczkowac, ale kazdy student od pierwszego
roku oblicza pochodne. Ten tekst jest przeznaczony dla czytelnikdéw, dla kto-
rych rachunek rézniczkowy nie stanowi zadnej zagadki, ktorzy znaja podsta-
wy teoretyczne, oraz majg sensowne doswiadczenie praktyczne. Mimo banal-
no$ci ponizszych przyktadéow, celowe bedzie podanie kilku kontekstow,
w ktorych student musi, i to do$¢ wezesnie, uzy¢ swojej znajomosci rachunku
roézniczkowego.

1. Rachunek niepewnoséci pomiarowych na pracowni. Pochodne stuza do
oszacowania niedoktadnosci wartosci, ktore sa funkcjami zmiennych nie-
zaleznych (czyli wielko$ci mierzonych bezposrednio).

2. Obliczenia zalezno$ci miedzy nat¢zeniem pradu a napieciem w obwo-
dach zawierajacych oporniki, cewki i kondensatory.

3. Konstrukcja rownan ruchu przez rézniczkowanie funkcjonatéw Lagran-
ge’a czy Hamiltona. Cata mechanika klasyczna jest na tym oparta.

4. Obliczanie relacji migdzy wielkosciami termodynamicznymi. Cata ich
Klasa oparta jest na formach rézniczkowych.

5. Rachunki perturbacyjne we wszystkich znanych dziatach fizyki.

Jest to oczywiscie bardzo niekompletna lista. Zauwazmy, Ze obliczanie po-
chodnych peli dwie zwigzane ze soba, ale w duzej mierze roztaczne funkcje:
Czasami potrzebujemy jawna, funkcyjng postaé pochodnej, aby ja analizowac,
przeksztatca¢ i wprowadza¢ do innych wyrazen, nad ktérymi pracujemy, ale
niezmiernie czgsto potrzebujemy jedynie warto$ci numerycznych tych pochod-
nych. W rachunku bt¢déw towarzyszacemu opracowaniu zadan laboratoryj-
nych, pochodne jako funkcje niczemu nie stuza, potrzeba nam tylko pojedyn-
czych wartosci liczbowych.

Rachunek zaburzen stuzy zwykle takze do otrzymania konkretnych wyni-
kow liczbowych. W technologii pochodne sg potrzebne, aby np. obliczy¢ stabil-
no$¢ pewnych warto$ci, np. sprawnosci jakiej$ maszyny wzgledem zmian jej
parametroéw. I tu jawna posta¢ funkcji pochodnej jest mato interesujgca, chcemy
mie¢ tylko wykres warto$ci liczbowych w funkcji parametrow.

Ale czy da si¢ oblicza¢ pochodne bez przejscia przez formy symboliczne
okreslajace zaleznos¢ jakiego$ wyrazenia od zmiennej rézniczkowania? Oczy-
wiscie mozna wykona¢ przyblizone rachunki numeryczne, skorzystac z przybli-
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zenia pochodnej przez iloraz roznicowy. Wiemy ze pochodna bywa definiowa-
na jako

Y () = limg.,o X2 (L1)
lub wzorami zblizonymi. Przyblizenia wykorzystujace formutly takie jak powy-
zej ze skonczong wartoscig d, nie sa zbyt doktadne i sg numerycznie niestabil-
ne, gdy 6 dazy do zera, blad jest trudno kontrolowaé. Wyzsze pochodne obar-
czone sg jeszcze wigkszym i zle zachowujacym si¢ bledem.

Wydaje si¢ wigc, ze mamy do wyboru: albo uzy¢ niedoktadnych metod nu-
merycznych, albo kosztownych czasowo a czasami niepotrzebnych metod anali-
tycznych, recznie, lub z uzyciem pakietow do obliczen symbolicznych, jak Ma-
ple, Mathematica, czy Axiom. Okazuje si¢ jednak, ze nie jest to prawdg. Ponizej
opiszemy jedna z technik (sg i inne) tzw. rézniczkowania algorytmicznego, albo
automatycznego (nazwa historyczna), pozwalajacg na rézniczkowanie nume-
ryczne, ale bez przyblizen réznicowych. Pozwoli to w wielu wypadkach unik-
ng¢ uzywania jezykow do symbolicznych rachunkow algebraicznych, ktore
bywaja po prostu naduzywane: stosuje sie je do obliczania pochodnych, ktére
maja by¢ jedynie uzyte w czysto numerycznych programach w Fortranie czy
jezyku ,,C”, i ten dokonuje koncowych obliczen. Takie automatycznie utworzo-
ne wyrazenia sg czesto zle uproszczone, nieefektywne, gdyz wyrazenie czytelne
dla cztowieka niekoniecznie jest zoptymalizowane pod wzgledem rachunko-
wym. Tak wigc, takie dwuetapowe implementacje czgsto marnujg czas, zarow-
no cztowieka jak i maszyny.

2. Rézniczkowanie to jest algebra

Roézniczkowanie wyrazen zawierajacych funkcje elementarne i niektére spe-
cjalne nie wymaga obliczania zadnych granic. Korzystamy z ,,przepiséw kuli-
narnych”, np. (x™)’ = nx""1, (cosf(x))' = —sinf(x) - f'(x) itd. Sa to lo-
kalne, punktowe (dla jednej wartosci) operacje na wyrazeniach. Na tym opiera
si¢ automatyzacja obliczen pochodnych przez pakiety symboliczne. Pakiety te
operujg formami, a nie liczbami.

Ale ogolne zasady dotyczace rozniczkowania mogg by¢ ujete bardziej abs-
trakcyjnie. Czytelnik nie powinien si¢ zaniepokoi¢, okaze si¢ zaraz, ze ta abs-
trakcja jest czytelna dla studenta pierwszego roku i niezwykle praktyczna,
umozliwiajaca rozniczkowanie numeryczne, ale szybkie i dokladne za pomoca
standardowych jezykow programowania. Doktadno$¢ obliczen pochodnych
bedzie taka sama jak doktadno$¢ maszynowa standardowych operacji arytme-
tycznych i obliczania warto$ci funkcji.

Nie bedziemy operowac (wylacznie) funkcjami, ale wyrazeniami zaleznymi
— dla uproszczenia — od jednej zmiennej niezaleznej, ktorg mozemy nazywac x,
ale jej nazwa nie ma zadnego znaczenia, bedzie to wartosé¢ o charakterze licz-
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bowym (ale, jak si¢ okaze, bedzie to obiekt nieco bardziej skomplikowany niz
zwykla liczba). Wyrazenia zawierajg t¢ zmienna, szereg statych, np. 1, czy m,
i wszystko jest potaczone zwyklymi dziataniami arytmetycznymi. Przypadek
wielu zmiennych zostanie omowiony pdznie;.

Do tych dziatan dotagczymy jedna specjalng operacje, lokalng (punktows,
okreslong dla jednej konkretnej wartos$ci x), oznaczang przez 9, ktéra nazwiemy
derywacja (a czasami po prostu rézniczkowaniem...). W pewnym uproszczeniu
wystarczy zazadac, aby ta operacja byla liniowa, tj. dla dowolnych wyrazen
e f: d(e+ f) =0e+ df, oraz speliata warunek Leibniza: d(e- f) = de -
f + e-df. To wszystko, tatwo sprawdzi¢, ze jesli e = f /g, a wigc e- g = f,
czyli de-g +e-dg = df, dostaniemy de = (0f —e-dg)/g, co mozna zapi-
saé jako de = (g - df — f - 0g)/g?, jest to znany wzor na rézniczkowanie ilo-
razu.

Zauwazmy, ze W 0golno$ci nie wiemy czym sg nasze wyrazenia i CO to jest
derywacja, znamy tylko ich ogoélne wtasnosci. To wystarczy, aby stwierdzi¢ np.,
7ze d(e?) = 2-e-de, i wyprowadzi¢ zasady rozniczkowania wielomianow
i wyrazen wymiernych bez zadnych operacji obliczania granic. Wszystko spro-
wadza si¢ do dzialan algebraicznych.

Dziedzina ,,wyrazen” moze by¢ dowolna, np. mogg to by¢ liczby catkowite.
Wtedy jednak derywacja jest operacja trywialng. Poniewaz e + 0 = e, widzi-
my, ze d0 = 0. Ale takze, poniewaz e - 1 = e, rownos$¢ Leibniza wymaga, aby
de +e- 01 = de, skad wynika, ze d1 = 0. Stad, poprzez dodawanie, dn = 0
dla dowolnej liczby catkowitej n, a poprzez rézniczkowanie ilorazu widzimy,
ze derywacja dowolnej liczby wymiernej takze si¢ zeruje. Poniewaz na kompu-
terze mamy jedynie liczby wymierne, wyglada, ze nasza abstrakcja na nic si¢
nie przydal

Tak jednak nie jest. Oczywistym przyktadem sa formy, struktury sktadniowe,
ktore przedstawiaja wyrazenia symboliczne. Programy komputerowe potrafia je
rézniczkowacé podobnie jak my to robimy na papierze. Wyrazenia te zawieraja
state liczbowe i referencje do operacji takich jak mnozenie, czy funkcji sinus.
Operacje te nie s3 wykonywane, tylko identyfikowane. Wyrazenia zawieraja
réwniez referencje do jakich§ ,,zmiennych rézniczkowania”, ktoére maja sens
nazw. Nie nalezy jednak sgdzi¢, ze to, 0 co chodzi, to obecnos¢ nazw czy symbo-
li. Ogodlnie rzecz biorgc, wyrazenia po prostu winny stanowi¢ algebre na tyle
skomplikowana, ze r6zniczkowanie (czyli derywacja) stang si¢ nietrywialne.

Dla nas wystarczy, aby$Smy operowali parami liczb, oznaczanymi e =
D(ey, e1). (D jest tu jedynie etykietg odrézniajgca te pary od innych). Pary liczb
w rachunkach wystepujg wszedzie. Liczby wymierne przedstawia si¢ jako pary
ztozone z licznika i mianownika. Liczby zespolone sg parami zawierajagcymi
cze$¢ rzeczywista 1 urojong. Rachunki geometryczne na plaszczyznie operuja
wektorami dwywymiarowymi. Nasze pary sg jeszcze inne z punktu widzenia
dziatan na nich.
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Tutaj ey 1 e; beda dowolnymi liczbami (zwyktymi), ktore moga stanowic
elementy wyrazen w naszych programach komputerowych. Jezyk programo-
wania, ktorym operujemy winien jednak umozliwi¢ zdefiniowanie operacji
arytmetycznych na takich parach, zwykle oznaczanych jako (a,b). Wiekszo$¢é
wspotczesnych jezykow programowania na to pozwala. Naszym jezykiem wzor-
cowym bedzie Python, do$¢ popularny w srodowiskach naukowych i w dydakty-
ce programowania.

Nasz uogoélniony model obliczen sprawdzi si¢ do kilka prostych przepisow,
0 nastepujacej intuicji: eq to jest ,,warto$¢ glowna” wyrazenia liczbowego, war-
tos¢, ktora bytaby jedyna w klasycznym programie bez zadnego rézniczkowa-
nia, za$ e jest to warto$¢ jego pochodnej. Pochodnej wzgledem czego? Wzgle-
dem pewnej szczegdlnej ,,zmiennej rozniczkowania”, ktora jest wyréznionym
obiektem w naszym programie komputerowym, ale nie jest zadnym symbolem!
Oto wigc nasze nowe ,,przepisy kuchenne” dla rozszerzonego programu nume-
rycznego, dos¢ oczywiste:

1. Wszystkie jawne stale ¢, np. 2, czy m, reprezentowane s3 przez pary

D(c, 0). Pochodna statej si¢ zeruje i to wszystko.

2. Wyr6zniona zmienna rézniczkowania o wartosci x ma posta¢ D(x, 1).
Powtarzamy: jej warto$¢ liczbowa x moze by¢ dowolna i jest to po prostu
wyrazenie, niemajace wigcej sensu ,,symbolicznego”, niz jakiekolwiek
inne. Ale jej pochodna jest rowna zawsze jednosci, to oczywiste.

3. Arytmetyka nowych wyrazen jest zgodna z intuicja. Dla dodawania mamy:

D(a,b) + D(c,d) =D(a+c, b+ ad).

4. Mnozenie jest zgodne z reguta Leibniza:

D(a,b)-D(c,d)=D(a-c,a-d+b-c).

Jak widzieliSmy, to wystarczy, aby zdefiniowa¢ dzielenie. Musi ono spetniaé¢

réwno$é¢ D(a, b)/D(c,d) = D(a/c, (bc — ad)/c?).

3. Funkcje elementarne

Wyrazenia arytmetyczne w programach zawieraja takze logarytmy, funkcje
trygonometryczne, itp. Ale jak obliczy¢ np. sin D(a, b), czy /D (a, b)? Teore-
tycznie wszystko mozna sprowadzi¢ w przyblizeniu do obliczen wielomiano-
wych i wymiernych, ale nam zalezy na doktadnosci.

Uzyskamy duze uproszczenie rozumowania zauwazajac, z€ nasze pary sg
rownowazne tzw. liczbom dualnym wymyslonym przez Clifforda. Zamiast
D(a,b) zapisujemy je jako z = a + €b, gdzie € jest specjalng, algebraicznie
niezalezng jednostka, analogiczng do jednostki urojonej dla liczb zespolonych,
tylko nilpotentng: €® = 0. (Fizycy czasami nazywaja zargonowo skladnik b
~fermionowym”, ze wzgledu na to, ze kwadrat fermionowej funkcji falowej
w mechanice kwantowej jest rowny zeru).
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Przy uzyciu tej notacji (i tej interpretacji) odtworzenie regut dodawania
i mnozenia dla par r6zniczkowych jest natychmiastowe. Dla dzielenia wystar-

czy zauwazyé, ze (a + eb) - (a — eb) = a?, co pozwala uprosci¢ mianownik:
a+eb

——=(a+eb): C;fd = % Ebcc_zad Wszyscy znajacy rozwijanie funkcji
W szeregi potegowe zauwaza, ze
eteh = . oh = 4. (1 4 €b), (3.1)

bo wyzsze potegi € znikna. Jest to zgodne ze wzorem na rézniczkowanie funkcji
wyktadnicze;j: (ef )' = e/ - f'. W naszej notacji bedziemy mieli exp D(a,b) =
D(expa,b-expa). Wzory na pierwiastek i logarytm uzyskamy przez odwra-
canie kwadratu i funkcji wyktadniczej, a funkcje trygonometryczne przez wzory
na sume¢ i rozwinigcie ich w szereg z doktadno$ciag do cztondow pierwszego
stopnia: sineb = €b, i coseb = 1. Oto niekompletna lista kilku funkcji elemen-
tarnych, rozszerzonych do naszej algebry rozniczkowe;:

expD(a,b) =D(expa,b - expa),

InD(a,b) = D(Ina,b/a),

sinD(a,b) = D(sina,b - cosa),

cosD(a,b) = D(cosa,—b -sina), (3.2)

b
arctan D(a, b) = D(arctana, m),

JD(a,b) = D(\/E,Z%).

Do tego mozemy dopisa¢ reguty obliczania innych funkcji cyklometrycznych,
funkcji hiperbolicznych, wyrazen D(a, b)P9D, a jesli ktos potrzebuje (i zna)
funkcje specjalne potrzebne w fizyce, np. funkcje Bessela, takze moze je dota-
czy¢ do powyzszych regul. Jesli napiszemy maly pakiet pozwalajacy na wyko-
nywanie standardowych operacji arytmetycznych na ztozonych strukturach
danych — parach, nasz program bedzie obliczat jednoczes$nie ,,wartosci gtowne”
oraz pochodne wyrazen, ktore dostaniemy ,,automatycznie”, nie musimy ich
specjalnie oblicza¢. Operator derywacji d jest po prostu selektorem drugiego
sktadnika w strukturze D (a, b).

4. Konstrukcja programu do rézniczkowania

Okreslenie ,,program do rézniczkowania” jest wigc cokolwiek niesciste. Jedyne,
co nalezy zaimplementowac, to konstrukcja ztozonych struktur danych — par,
oraz wyposazenie tych par w operacje arytmetyczne przedstawione w poprzed-
nim rozdziale. Program oblicza réwnocze$nie wartosci ,,gldwne” wyrazen
arytmetycznych i ich pochodne. Najwygodniej jest uzy¢ w tym celu tzw. jezyka
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obiektowego, pozwalajacego na definiowanie dowolnych ztozonych danych,
0 dowolnych wlasnosciach.

Nie mozemy zajac si¢ tutaj nauczaniem programowania w Pythonie. Oto
W olbrzymim skrocie struktura naszego dydaktycznego pakietu do rézniczko-

wania automatycznego, ktory jest dostepny przez internet (http):
users.info.unicaen. fr/~karczma/Foton/Progs/autodif.py

Nie ma on nadmiernych ambicji, i nie jest kompletny, ale jest w pelni uzy-
teczny i krotki (ponizej 100 krotkich wierszy), a wigc czytelny. W internecie
Czytelnik znajdzie i inne programy, np. moduly popularnego pakietu Scientific
Python. Polecamy rowniez stronice http: //www.autodiff.org/.

Nasz program definiuje klas¢ obicktow D (a,b), gdzie a, b sa dowolne, oraz
dzialania arytmetyczne na nich, a takze kilka funkcji elementarnych zgodnie
z dyskusja powyzej. Dostep do skladnikoéw par jest nastepujacy, jesli
z=D (x,y), x Otrzymamy jako z.e, a y, jako z.d.

Pakiet dopuszcza arytmetyke ,,mieszang”, np. 3+D(2.4,3.9) *7 i wprowa-
dza kilka uzytecznych skrétow, np. stale i zmienng: def cst(x): return
D(x,0.0) Oraz def var(x): return D(x,1.0).

Definicje funkcji elementarnych sa zgodne z (3.2), ale np. sinus hiper-
boliczny nie wymaga juz zadnych specjalnych elementow, wystarczy napisac
def sinh(x): return (exp(x)-exp(-x))/2. Ta definicja jest uniwer-
salna. Je$li zazadamy wartoSci sinh (1), otrzymamy ok. 1.1752012,
a sinh (var (1)) dostarczy D(1.1752012, 1.5430806). Python jest jezy-
kiem o typach dynamicznych, tj. procedury moga wykonywac rézne operacje
w zaleznosci od typow argumentow, a fukcje wyktadnicza zdefiniowalismy tak,
aby w razie gdy argument jest zwykta liczbg, dostarczata takze wartoSci liczbo-
wej. Zwykle funkcje arytmetyczne, ktore naleza do modutu standardowego
math, s3 nadal zawsze dost¢pne, ale majg nazwy prefiksowane przez liter¢ m,
np. m.exp (x).

Aby zrobi¢ wykres funkcji i jej pochodnej mozemy uzy¢ jednego ze standar-
dowych pakietow graficznych, np. bardzo dobrej biblioteki graficznej Matplot-
lib. Jesli t zawiera np. liste¢ argumentow x, np. od zera do 50, wykres funkcji
x*cos (x) wraz z wykresem pochodnej, otrzymamy poprzez instrukcje pro-
gramu ponizej. Jest on kompletny, tylko wymaga instalacji odpowiednich pa-
kietow.
from pylab import *
from autodif import *
t=linspace(0,50,600)
y=[var (x) *cos(var(x)) for x in t]
y0=[v.e for v in y]; yl=[v.d for v in y]
plot(t,y0,t,yl); show()
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5. Wyzsze pochodne

Wypada zastanowic si¢ jak rozszerzy¢ formalizm na wyzsze pochodne, réwniez
bardzo uzyteczne. Do obliczania krzywizn w geometrii potrzebujemy drugich
pochodnych, rozwinigcia w szereg Taylora wymagaja wyzszych pochodnych.
Sa one tez uzyteczne w technikach rozwigzywania rownan, w optymalizacji itp.

Niestety, nasza algebra wyrazen arytmetycznych rozszerzona o derywacje
nie jest ,,zamknieta”, tj. operator d dzialajacy na wyrazenie D(a, b) nie dostar-
cza wyrazenia podobnego typu, tylko zwykla liczbe. Nie da si¢ tego dalej roz-
niczkowaé. Tymczasem wyrazenia symboliczne po zroézniczkowaniu sg nadal
wyrazeniami symbolicznymi i rdézniczkowanie mozna wykonywaé dowolnie
wiele razy.

Jesli potrzebujemy tylko drugich pochodnych, lub z rzadka trzecich, nasz
formalizm (i nasz pakiet w Pythonie) jest wystarczajacy, cho¢ niezbyt wygod-
ny. Jesli zdefiniujemy p=var (var (1.0)), wartos¢ p**3 wyniesie D(D (1.0,
3.0), D(3.0, 6.0)). Ostatni czton jest druga pochodng. Pierwsza wystepu-
je podwojnie, w czlonach posrednich. Funkcje elementarne takze ,,dziatajg”
prawidlowo, np. exp (p) daje D(D(2.718282, 2.718282), D(2.718282,
2.718282)). Jest to mozliwe gdyz nasze funkcje sa rekursywne, wywotuja
same siebie dla sktadnikoéw par i korzystaja z funkcji standardowych tylko gdy
typ argumentu jest juz czysto liczbowy. Wida¢ jednak, ze obliczanie w ten spo-
sob np. dziesiatej pochodnej jest dos¢ niewygodne, a wyniki sg mato czytelne.
Na skutek powielania cztonéw posrednich, wynik moze zajaé grubo ponad stro-
ne tekstu.

OczywiScie mozna to nieco zracjonalizowaé. Czytelnik zechce sam popra-
cowac nad formalizmem, ktory rozszerza algebrg Clifforda, z wyrazeniami typu
z=a+eb+nc, gdzie n=¢€2, a €>=n%>=en=0. Pozwoli to oblicza¢
wszystko z doktadno$cia do drugiej pochodnej, pracujac na wyrazeniach klasy
D(a,b,c). Ale ta algebra nadal nie jest zamknieta, otrzymanie wyzszych po-
chodnych cierpi na ten sam problem co poprzednio.

Gdyby bylo mozliwe operowanie listami o nieskonczonej dtugosci
D(ey, €q1,€5, ..., €y, -..), teoretycznie problem bylby rozwigzany. Wyrazenie
bedace elementem algebry roézniczkowej, na ktérym mozna dokonywaé dziatan
arytmetycznych, oblicza¢ funkcje, a takze rézniczkowac, nalezatoby do zamknie-
tej dziedziny. Stale to wyrazenia D(x,0,0,...), zmienna, to: D(x,1,0,0,...),
a derywacja wyrazenia D(eq, eq, €5, ..., €5, ... ) dostarcza D(eq, e,, ..., €5, ... ). TO
jest rowniez nieskonczona lista, a wigc wyrazenie tego samego typu co orygi-
nalne, algebra sie zamyka.

Czytelnik przyzwyczajony do ,,klasycznego” programowania zlapie si¢ tu za
glowe... Po pierwsze, w skonczonym komputerze nie da si¢ umiescic¢ nieskon-
czonych list, trzeba je jako$ urwaé. Po drugie, operacje matematyczne na tych
urwanych, ale dtugich listach chyba beda dos¢ skomplikowane, nieczytelne,



28 FoToN 117, Lato 2012

trudne do implementacji, i beda zawieraly sporo elementéw ,,administracyj-
nych” kodu, kontrolujacych, aby urywanie wszystkich operacji odbywato si¢ na
tym samym poziomie. Wiadomo, ze programy do rachunkéw perturbacyjnych
sa bardzo nieprzyjemne. Jednym stowem, moze juz lepiej uzy¢ pakietow sym-
bolicznych, mimo tego, ze dziesigta pochodna w miar¢ skomplikowanego wy-
razenia moze ,,rozsadzi¢” komputer wzorem, z ktoérego nie ma pozytku, a po-
trzebna jest jedna liczba?...

Na szczgscie nie jest tak. Technika, ktora przedstawimy ponizej, nadaje si¢
bardziej do jezykow tzw. ,leniwych”, takich jak Haskell czy Clean, ale i w Py-
thonie mozna jg zaimplementowaé, cho¢ jest to na tyle skomplikowane, ze
omowimy tylko ogdlne zasady, ktore mozna zawrze¢ na jednej—dwoch stroni-
cach tekstu. Najistotniejsze jest to, ze w strukturach danych w programie,
w parach, listach itp., elementami nie musza by¢ liczby, ale takze funkcje:
mozemy pobra¢ warto$¢ pewnego elementu danych i zastosowa¢ jg do jakiej$
warto$ci liczbowej (lub innej). (Nie jest to zadna nowos¢ ani ciekawostka, tej
techniki uzywa si¢ od zarania komputerow, tylko przez wiele lat proste jezyki
programowania ukrywaty to przed poczatkujacymi...). Oto sposob na genero-
wanie i operowanie potencjalnie nieskonczonymi ciagami danych.

5.1. Programowanie ,,leniwych list”

Ten rozdziat jest poswigcony pewnym elementom programowania list lub cig-
gow. Jesli nasz jezyk programowania umozliwia operowanie parami (a,b) ztozo-
nymi z dowolnych elementow, wystarczy to do ztozenia ciggow o dowolnej diu-
gosci, ciagg [a,b,c,d] moze zosta¢ zrealizowany jako struktura (a,(b,(c,(d,NIC)))),
gdzie NIC jest wyr6znionym obiektem — znacznikiem, ktory stuzy tylko do sy-
gnalizacji, ze lista si¢ konczy. Geometrycznie mozna to sobie wyobrazi¢ na ry-
sunku ponizej.

A4
A4

| —_—

| |
I i Io

Rys. 1. Listy ztozone z par

Takie listy mozemy tworzy¢ w prawie wszystkich uzywanych aktualnie je-
zykach programowania. Wyobrazmy sobie, Ze w naszym programie dysponu-
jemy parami L(a,p), gdzie a jest liczba, ale p jest ,,demonem” — obiektem-
procedura, ktorej wywotanie dostarczy dopiero jakiej$ wartosci. Jakiej? Sztuka
polega na tym, ze to wywotanie dostarczy innej pary, L(b, q), gdzie b jest na-
stepnym elementem ciggu, a ¢ — nastgpnym demonem, ktoérego wywotanie da
nam kolejng warto$¢ w ciagu, itd. Mozemy to powtarza¢ dowolnie wiele razy,
dziesi¢¢, albo milion. To stanowi naszg ,,nieskonczong” list¢ danych. Nie cho-
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dzi o to, ze jest ona fizycznie nieskonczona, jest to oczywiscie nonsensem, ale
0 to, ze w ogoble nie musimy mysle¢ o tym, gdzie ona si¢ konczy. Jesli potrzebu-
jemy 3 elementy, generujemy 3, je$li milion — milion i ani jednego wigcej. Pro-
gram optymalizuje wywolania, jesli odwotali$my si¢ do elementu p W pierwszej
parze, zostanie on fizycznie zastapiony przez par¢ L(b,q) i nastgpnym razem
juz dostaniemy b bez potrzeby wywotania procedury p. Czytelnik zechce zro-
zumie¢ ponizsza definicje ,,stalej” w programie:

def lecst(c):

def zr() :return L(0.0,zr)
return L(c,zr)

Ta funkcja, analogiczna do poprzednio wprowadzonej est (c), ktora dostarcza-
ta D(c, 0), zawiera wewnetrzng funkcje zr () (bezparametrowa), ktorej wywo-
tanie tworzy pare L(0, zr). Odniesienie si¢ do drugiego elementu tej pary, tj. do
»ogona” listy, zamienia odno$nik do tej funkcji na nastepna parg o identycznej
wartosci. W ten sposob mamy liste o potencjalnie nieskonczonej liczbie zer,
ktére sa generowane w miare potrzeby.

Aby otrzymaé ,,zmienng rdézniczkowania” x, tworzymy po prostu obiekt
L(x,lest(1.0)), co generyje liste [x,1,0,0, ...].

5.2. ,Leniwa”, rekurencyjna arytmetyka

Nasze przepisy dotyczace operacji arytmetycznych nie sa o wiele dluzsze od
poprzednich, zawieraja jednak pewien element programowania, ktory typowo
nie jest uczony na studiach fizyki, mianowicie odroczong rekursje. Zauwazmy,
ze w definicji funkcji zr odnosi si¢ ona do same;j siebie, ale si¢ nie wywoluje.
Wywotanie nastgpi dopiero na wyrazne zyczenie, w dowolnym po6zniejszym
momencie. W podobny sposob konstruujemy operatory arytmetyczne. Na przy-
ktad, aby doda¢ do siebie dwie leniwe pary p i q, o sktadnikach p.e i p.d itp.,
mozemy zaprogramowac

def add(p,q):
def der():
return add(p.d() ,g.d())
return L(p.e+q.e,der)

i to praktycznie wszystko. Nasz program, dostepny w tym samym folderze, co
poprzedni i noszacy nazwe¢ lautodif.py, jest ustrukturowany nieco inaczej,
operator dodawania nie nazywa si¢ add, i jest tzw. metoda w klasie par repre-
zentujacych ciagi. Wywotanie p.d() nie tylko oblicza odroczona warto$¢
»ogona” ciggu, ale zastgpuje w sktadnik d wewnatrz p przez obliczong wartos¢.
UwzgledniliSmy mozliwos$¢ arytmetyki mieszanej, kombinujacej liczby (trak-
towane jako stale) i pary. Sa to jednak szczegdly techniczne, wazne tylko gdy-
by kto$ chcial zrozumie¢ i np. rozszerzy¢ nasz pakiet.
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Mnozenie kryje w sobie nowy element rekurencyjny. W odroznieniu od po-
przedniego modelu, teraz pochodna to jest znowu para, ktorej pierwszy element
dostarcza liczby, o ktérg ostatecznie chodzi. Procedura mnozaca bedzie miata
zgrubsza strukture ponizsza:

def mul(p,q):
e=p.e*q.e
def £f1():
return mul (p,qg.d()) + mul(q,p.d())
return L(e, fl)

(ZastgpiliSmy add przez operator dodawania. W naszym pakiecie takze
mnozenie jest identyfikowane przez operator * wygladajacy nieco inaczej niz
powyzsza procedura mul). Pozostawiamy Czytelnikowi skonstruowanie zblizo-
nej (prostszej) procedury, ktora leniwie mnozy cigg przez stalg liczbowa. Po-
minmy odejmowanie i dzielenie, ktore definuje si¢ w sposob analogiczny i za-
konczmy rozdziat przedstawieniem kilku funkcji elementarnych na ciagach.

Logarytm jest bardzo prosty, jesli p = L(e,d), otrzymamy algorytm
Inp = L(Ine, A:d()/p), gdzie forma (A:wyrazenie) jest bezparametrowg
funkcja obliczajaca odroczone wyrazenie. W Pythonie mozna to zaprogramo-
wac¢ jako anonimowa funkcje-forme lambda, albo przy pomocy wewnetrznych
funkcji £1, jak w przyktadach powyzej.

Aby obliczy¢ funkcje wyktadnicza, winniSmy przej$¢ do nastgpnej klasy
wnaszej szkolce programowania leniwego. Przypominamy, ze (expe)’ =
e’ -expe. Mozna to zaprogramowaé bezposrednio, tylko po co wielokrotnie
w ciggu pochodnych wielokrotnie oblicza¢ exp e? Podobnie jest z pierwiast-

kiem: (\/E)' = e'/2+/e. Ale normalne (tj. nie leniwe, takie jak Haskell czy Cle-
an) jezyki programowania nie dopuszczajg konstrukcji typu rOwnan p = £ (p),
gdzie p po obu stronach oznacza to samo. W Pythonie nasz program bedzie
miat nastepujaca (z grubsza) strukture:

def exp(p):
r=LL(exp(p.e) ,None) # None jest dowolnym wypelniaczem.
def fl1( ):return p.d()*r
r.d=£f1 # Wymiana wypelniacza na wtasciwag wartoscé
return r

Czytelnik jest w ten sposob przygotowany do skonstruowania samemu procedur
na pierwiastek, arctan, czy funkcje trygonometryczne, a takze na opracowanie
wilasnych, specjalnych procedur rézniczkowania funkcji charakteryzujacych si¢
specyficznymi wilasnosciami. Jest to dos¢ wazne dla optymalizacji wyzszych
pochodnych.
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5.3. Uwaga metodyczna

Naszym celem nie jest zaoferowanie Czytelnikowi profesjonalnego, dobrze zop-
tymalizowanego pakietu do rézniczkowania algorytmicznego, tylko przedstawie-
nie ogdlnych zasad. Nasz pakiet (w aktualnej wersji) zawiera nieoptymalnosci,
ktore zreszta dotycza réwniez programow do rézniczkowania symbolicznego:
wyktadniczy wzrost — ,,wybuch” — dlugosci wyrazen posrednich przy obliczaniu
wyzszych pochodnych. Wezmy przykladowe wyrazenie sin (x) *exp (-x*x)
i obliczmy r¢cznie np. dziesigta pochodng. Jest to do$¢ okropne... Programy
symboliczne generujg bardzo dlugie formy strukturalne, ich upraszczanie trwa
wigc dos¢ dlugo. U nas nie ma symboli, ale pamig¢ jest zajmowana przez pary
zawierajgce ,,odroczone” obiekty funkcyjne, generowane dynamicznie podczas
wykonywania programu. Ich przetwarzanie takze trwa dlugo i moze takze za-
tka¢ dostepna pamigc, ale tak, czy inaczej, nasz program moze by¢ ekonomicz-
niejszy 1 pozwoli¢ na obliczanie niektorych wyrazen, z ktorymi np. Maple ma
ktopoty. (Bywa jednak odwrotnie, o ile Maple jest w stanie dokona¢ daleko
idacych uproszczen wyrazen posrednich). Nie jest to oczywiscie krytyka pakie-
tow symbolicznych, sg one o wiele potezniejsze i stuzg innym celom. Zagad-
nienie optymalizacji takich rachunkow jest ciggle przedmiotem prac naukowych
i nie mozemy mu po§wieci¢ tutaj wiecej miejsca.

Czytelnik moze jednak sprobowaé sam dokona¢ pewnych optymalizacji, np.
nie ma sensu generowanie ciggu zer, skoro wiadomo, ze tak si¢ jawnie koncza
pewne ciagi; mozna to zastgpi¢ przez jedno zero liczbowe i odpowiednio zmo-
dyfikowa¢ program. Mozna tez prosto zoptymalizowa¢ rozniczkowanie wielo-
mianow, traktowanie potggi x™ inaczej niz iterowane mnozenie pozwoli (Cza-
sami) unikng¢ ,,wybuchu” reguty Leibniza przy obliczaniu wyzszych pochod-
nych. To jest naprawde wazny problem! Przypus¢my, ze chcemy obliczy¢
w petli dwudziesta pochodng funkcji e~**/2: moze to postuzy¢ do obliczenia
funkcji Hermite’a, niezwykle waznych w mechanice kwantowej. Dziesiata po-
chodna wymaga utamka sekundy. Dwunasta — okoto 0.16 (na moim kompute-
rze). Pietnasta: 1.7 sekundy, a dwudziesta ponad 80 sekund! Tzw. eksponen-
cjalna zlozono$¢ obliczeniowa moze by¢ zabdjcza. Jednak nie nalezy myli¢
trudnosci algorytmicznych z niestarannym kodowaniem! Ten wykres, dla funk-
cji Hermite’a pigédziesiatego rzedu:

=T C T 3 0

Rys. 1. Funkcja Hermite’a pigcédziesiatego rzedu
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zostal wygenerowany w czasie pot sekundy, tymczasem trywialne skorzystanie
z naszych procedur rozniczkujacych zajeto by czas przekraczajacy czas zycia
Wszech$wiata (szacujemy, ze ok. 102 sekund...) W przypadku procedur rekur-
sywnych oplaca si¢ czasami zapamigtywanie i powtérne wykorzystanie juz raz
obliczonych wartos$ci. W naszych procedurach rézniczkujacych nie zawsze jest
sensowne odraczanie wszystkiego, czesto jest rozsadniejsze obliczenie od razu
czego si¢ da, byle by nie rozwijac¢ niepotrzebnie wyrazen, ktorych aktualnie nie
potrzebujemy. Leniwe programowanie jest pewng sztuka!

Zakonczymy ten rozdzial zabawnym
rozwinigciem w szereg pewnej funkcji uzy-
tecznej w wyrafinowanej fizyce teoretycznej, °
ale rzadko spotykanej na co dzien, funkcji
Lamberta W (x), ktora nie ma prostego wzo-
ru analitycznego, natomiast znana jest funk- o0
cja do niej odwrotna: x(W) = We". Jak
rozwing¢ funkcje W (x) w szereg potggowy
w zerze? B R S R R S R SR

Pochodna funkcji odwrotnej wynosi
dx/dw =e"(1+ W), czyli pochodna
funkcji Lamberta spetnia réwnos¢ dW /dx = exp(—W)/(1 + W). Ciag po-
chodnych w zerze (znany analitycznie, n-ty czton jest rowny (—n)™"1) otrzy-
mamy nastepujgcym programem:
def lambert( ):

w=L(0.0,None)

def f1l():return exp(-w)/ (1l+w)
w.d=£f1

return w

05

Rys. 3. Funkcja Lamberta

Program btyskawicznie wygeneruje ciag liczb {0.0, 1.0, —2.0, 9.0, —64.0, 625.0,
—7776.0, 117649.0, ...}

6. Przypadek wielu zmiennych (rézniczkowanie w wielu wymiarach)

Uogolnienie przedstawionego formalizmu na wiele zmiennych jest tatwe do
wyobrazenia. W dalszym ciggu opiszemy jedynie problem obliczania pierw-
szych pochodnych (gradientow), aczkolwiek fizykowi przydaje si¢ bardzo zna-

2

jomo$¢ Hesjanow — macierzy drugich pochodnych: ai- afx-’
i0Xj

czy Laplasjanow —

92 92 . , . . C ..
sum: a—xj; + -+ #. Musimy dysponowaé wieloma ,,zmiennymi rdzniczko-
1 n

wania”, struktura D(x,1) nie wystarczy. Zagadnienie staje si¢ wielowymia-
rowe, wektorowe.
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Ten rozdziat bedzie schematyczny, podamy tylko gléwne zasady postepo-
wania, bez szczegotow, ktore niewiele wnoszg do samego formalizmu. Rozsze-
rzenie programu autodif.py na wektory nosi nazwe¢ vautodif.py i miesci
si¢ w tym samym folderze co reszta. Ten program nie jest autonomiczny, wy-
maga popularnej biblioteki numpy, utatwiajacej operacje na tablicach i ktora
zastapi rowniez standardowy modut math. Praktycznie kazdy fizyk, czy inzy-
nier programujacy w Pythonie instaluje sobie numpy, a jesli Python jest insta-
lowany centralnie w jakiej$ placowce dydaktycznej, administratorzy systemu
winni to zrobi¢ od razu.

Klasa struktur danych opisujacych wyrazenia nazywa si¢ V. W tej klasie de-
finiujemy pewng statg n, ktora opisuje wymiar przestrzeni, tj. liczbe zmiennych
niezaleznych w sensie rézniczkowania, np. 3. Tak, jak poprzednio tworzymy
pary V(a,b), z tym, ze b jest wektorem — tablicg, n-elementowa. Stata ma po-
sta¢ V(c,[0,0,0 ...]), a k-ta zmienna: V(x, [0, ...,0,1,0, ... ]), z jedynka w pozycji
k-tej, dlak od zeradon — 1.

Tutaj forma [a, b, c] jest skrotem, kodowanie w Pythonie ma posta¢ ar-
ray([a,b,c]). Tablice W numpy sg niezwykle wygodne w operowaniu. Jesli
A i B sa tablicami, wystarczy napisa¢ A * B, lub A + B, aby je pomnozy¢ lub
doda¢, element po elemencie. Wyrazenie ¢ * A daje wynik mnozenia tablicy
przez stalg liczbowa, a np. sin(A4) dostarcza tablicy sinuséw elementow.

Tak wigc, o dziwo, dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie form
V(a,b) ma doktadnie te samq posta¢ co w przypadku skalarnym! Funkcje
arytmetyczne rdéwniez zachowujg sie podobnie, np. sinV(e,[a,b,c]) =
V(sine,cose - [a,b,c]). Tak wiec, dostaliSmy pakiet wielowymiarowy prak-
tycznie za darmo. Rozszerzenie go na wyzsze pochodne takze nie jest trudne,
ale zmudne, zostawimy to juz ambitniejszym Czytelnikom.

7. Whnioski koncowe

Przedstawione modele rdézniczkowania automatycznego nie sa jedyne. Nie
omo6wilismy bardzo frapujacej techniki tzw. rézniczkowania odwrotnego, gdzie
fragmenty (zmodyfikowanego) programu numerycznego wykonuje si¢ ,,do tytu
w czasie”, od koncowych wynikéw, do zmiennych niezaleznych. Nie po§wigci-
liSmy uwagi technikom ,,polsymbolicznym”, w ktorych specjalny preprocesor
modyfikuje tekst zrodtowy oryginalnego programu numerycznego, tak, aby
program liczyt tez dodatkowo pochodne; jest to w pewnym sensie rownowazne
uzyciu pakietu symbolicznego, tylko podczas kompilacji programow w Fortra-
nie itp.

Sytuacja, w jakiej znajduje si¢ dziedzina rozniczkowania algorytmicznego,
jest zastanawiajgca. Dysponujemy technika uzyteczna, efektywng i tatwa, opa-
nowang i rozwijang od wielu lat, a tymczasem fizykow jej si¢ albo w ogodle nie
uczy, albo bardzo rzadko i powierzchownie. Sg dziedziny, w ktdrych r6znicz-
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kowanie automatyczne zdobylo sobie juz trwate miejsce, np. w analizie efek-
tywnosci i stabilnosci skomplikowanych obiektéw przemystowych (np. reakto-
row jadrowych), a takze w meteorologii i gdzieniegdzie w astronomii oblicze-
niowej, ale w typowej fizyce — wedle danych, ktorymi dysponujmy — jeszcze na
0go6l nie.

Jest to jedynie kwestia tradycji. Tzw. ,,skomputeryzowani fizycy” sg raczej
konserwatystami, programy w fizyce sa do$¢ proste, usiluje si¢ je pisac¢ tak,
aby maksymalnie wykorzysta¢ istniejgce biblioteki oprogramowania, a te, np.
w Fortranie, nie sa dostosowane do specyficznych, nietypowych struktur da-
nych algebraicznych. Istniejg oczywiscie odpowiednie programy w Fortranie
(ADIFOR, TAPENADE, czy OpenAD/F) do rézniczkowania automatyczne-
go, ale wymagaja one dobrego ich opanowania i nadaja si¢ bardziej do skom-
plikowanych obliczen profesjonalnych, niz do dydaktyki.

Ponadto wsrod fizykow ped do obliczen jak najszybszych jest wyrazny
i dos¢ zrozumiaty, a uzycie wyrafinowanych metod strukturalnych na ogot
spowalnia obliczenia. Pewnym paradoksem w $wiecie fizyki i innych srodowisk
prowadzacych intensywne obliczenia jest powazniejsze skoncentrowanie uwagi
na szybkosci samych programoéw, niz na stracie ludzkiego czasu potrzebnego do
kodowania, optymalizacji, parametryzacji i zwtaszcza poprawiania programow.
Miejmy nadzieje, ze to si¢ jednak zmienia, gdyz zubaza dydaktyke w tej dzie-
dzinie...

Programy, ktore oferujemy Czytelnikom nie majg charakteru pakietoéw uzytko-
wych, profesjonalnych (cho¢ zostaty one nieco zoptymalizowane w poréwnaniu
do dyskusji w tekscie). Moga jednak postuzy¢ do dalszych eksperymentdéw
w tej dziedzinie.

Zainteresowanych prosimy o kontakt (jerzy.karczmarczuk@unicaen.fr).
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Dyfrakcja swiatla na otworze kolowym,
czyli po co fizykowi calkowanie numeryczne?

Jerzy Ginter
Uniwersytet Warszawski

Postawienie problemu

Swiatto ma nature falowa, ulega wicc dyfrakcji. Zajmiemy si¢ tu jednym z ta-
kich przyktadow: dyfrakcji na otworze kotowym. Jest ona tatwa do zaobserwo-
wania. Natomiast jej opis teoretyczny jest do$¢ ztozony. Jezeli chcemy jg opisaé
analitycznie, musimy uzy¢ funkcji specjalnych — tak zwanych funkcji Bessela.
Stanowi¢ to moze trudno$¢ nie tylko dla ucznidow szkolnych, ale i dla studentow
nizszych lat studidéw. Mozna jednak uzyskaé bardzo dobrg doktadnos$¢ opisu
dyfrakcji na otworze kotowym, jezeli zastosowaé prosta metode catkowania
numerycznego.

Obraz dyfrakcyjny

Przypu$émy, ze rzuciliSmy rownolegla wigzke Swiatla monochromatycznego na
maty otworek kotowy o promieniu R, prostopadle do ptaszczyzny przestony,
w ktorej otworek zostal wykonany. Swiatlo, ktore przez ten otwor przeszio,
wytwarza obraz dyfrakcyjny na ekranie, ktory jest do przestony rownolegly
i znajduje si¢ w odlegtosci L od otworka, znacznie wigkszej od promienia

otworka R (L > R).
Sa dwa proste sposoby obejrzenia takiego obrazu dyfrakcyjnego.

Doswiadczenie 1

Do doswiadczenia potrzebne sa: wskaznik laserowy, kawatek folii aluminiowe]
(lepsza jest gruba, ,,0od kwiatow”), igla.
1. Ostrzem igly wykonujemy jak najmniejszy otworek w folii aluminiowe;.
Powinien on mie¢ $rednicg okoto 0,1 milimetra.
2. Kierujemy na otwor wigzke $wiatta wskaznika laserowego.
3. Obraz ogladamy na ekranie oddalonym o kilka metrow (na jasnej $cianie).
Doswiadczenie trzeba przeprowadzi¢ w zaciemnionym pomieszczeniu. Naj-
lepiej wykonywac je w dwie osoby: jedna bedzie trzymac laser i folig, a druga
oglada¢ obraz z bliska.
Uzyskany w takim do$wiadczeniu obraz dyfrakcyjny przedstawia rys. 1.
W $rodku znajduje si¢ jasna, okragla plamka. W omowionych warunkach ma
ona promien rzgdu Kilku milimetrow. Otoczona jest uktadem ptynnie przecho-
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dzacych w siebie na przemian ciemnych i jasnych pierscieni. Natezenie jasnych
pierscieni do$¢ szybko maleje ze wzrostem odlegtosci od §rodka obrazu.

Rys. 1. Dyfrakcja $wiatta na otworze kotowym

Doswiadczenie 2

Mozna tez postapic inaczej: popatrze¢ po prostu przez otworek w folii na swie-
cacg zaréweczke od latarki kieszonkowej, znajdujaca si¢ w odleglosci okoto
3 m. Jezeli uzywamy latarki zwykle widoczne sg takze boczne odblaski. Mozna
je przestoni¢, uzywajac kawatka czarnego papieru z otworkiem, przez ktory
powinno by¢ widoczne tylko samo widkno.

Doswiadczenie takie jest mniej eleganckie, bo uzywa si¢ w nim $wiatla bia-
tego, a nie monochromatycznego. Ale prostsze do wykonania!

Problem

Otwor kotowy ma symetri¢ obrotowa wokot swojego §rodka. Z do$wiadczenia
wiemy, ze takg samg symetri¢ ma powstajacy obraz dyfrakcyjny Mozna jednak
zapytaC, jak natgzenie §wiatla zalezy od kata odchylenia od pierwotnego kie-
runku wigzki. Dla jakich katéw nat¢zenie §wiatta znika? Jaki jest promien ja-
snej plamki srodkowe;j?

Idea opisu

Nasz problem mozna opisa¢ w przyblizeniu skalarnym, postugujac si¢ rozumo-
waniem, opartym na zasadzie Huygensa. Przypomnijmy: jezeli §wiatto pada na
otworek o $rednicy mniejszej od dtugosci fali, za otworkiem pojawia si¢ wybie-
gajaca z niego fala kulista. Duzy otwor — o rozmiarze wigkszym od dlugosci fali
— traktuje si¢ jako wiele stykajgcych sie¢ z sobg matych otworkow i mowi: kazdy
z tych fikcyjnych matych otworkow staje si¢ zrodtem ,,swojej” fali kulistej. Fala
wypadkowa jest wynikiem interferencji tych wielu fal sktadowych.
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Warto poda¢ od razu oszacowanie liczbowe. Jezeli promien otworu jest
rowny R = 0,lmm, a w do$wiadczeniu uzywamy lasera czerwonego o dlugosci
fali 2= 0,7 um = 0,7-10° mm, stosunek R/A ~ 140, a A/R ~ 7-10°° (ten stosunek
bedzie nam potrzebny w dalszym ciagu rozwazan).

Jezeli na otwor w ptlaskiej przestonie pada prostopadle fala ptaska, dociera
ona do wszystkich fikcyjnych otworkdéw w tym samym czasie, a wigc wszystkie
otworki wysylaja fale kuliste w zgodnych fazach. Fazy, z jakimi fale docieraja
do punktu obserwacji sa jednak rozne, bo fale biegng po drogach o réznych
dhugosciach.

W naszych warunkach odleglo$¢ od otworu do punktu obserwacji (bliska L,
rzedu kilku metrow) jest duza w stosunku do promienia otworu R (rzedu utam-
ka milimetra). Mozliwe s3 wtedy jeszcze dwa uproszczenia:

1. Odlegtosci taczace poszczegolne fikcyjne otworki z punktem obserwacji sg
na ogo6t réozne. Amplituda fali kulistej maleje z odlegtoscia. Jezeli jednak

L > R te roznice amplitud sa bardzo male i mozna je pominac.

2. Rozwazmy plaszczyzne, wyznaczong przez o$ symetrii otworu i linie tacza-
ca $rodek otworu z punktem obserwacji, na rys. 2 jest to ptaszczyzna pozio-
ma. Wyodrebnijmy myslowo pasek na ptaszczyznie otworu, prostopadly do

okreslonej wyzej ptaszczyzny (a wigc pionowy). Jezeli L > R, odleglosci do

punktu obserwacji od fikcyjnych otworkow nalezacych tego paska sa niemal
identyczne. Jednakowe sg wigc i fazy fal docierajacych od tych otworkow do
punktu obserwacji. Zatem caty pasek mozna zastgpi¢ jednym fikcyjnym zro-
dlem punktowym, lezacym na wspomnianej plaszczyznie (szara kropka na
rysunku). Trzeba przy tym przyjac, ze amplituda fali wysytanej z tego fik-
cyjnego zrodta jest proporcjonalna do dlugosci paska.

do punktu
obserwacji

Rys. 2. Jezeli L > R, fale z catego narysowanego paska docieraja do obserwatora w zgodnych
fazach
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Obliczenia

Wybierzmy s$rodek uktadu wspoétrzednych w $rodku otworu kolowego. Po-
dzielmy caly otwdr na 2N paskow o réwnej szerokosci. Rozpatrzmy fikcyjne
zrddto, reprezentujace n-ty pasek, ktorego srodek znajduje sie w potozeniu X,
(rys. 3, na ptaszczyzng pozioma z rys. 2 patrzymy od gory). Niech r, 0znacza
odlegtos¢ od $rodka otworu kotowego do punktu obserwacji, a r, odlegtos¢ od
n-tego zrodla do punktu obserwacji. Jezeli L > D, linie laczace te punkty

Z punktem obserwacji sg niemal rownolegte. Z gornego narysowanego trojkata
wynika, ze
h=ry+X,sina. (8]

r,=r,*t X, sina

h
/
/
/
4
% :\ )

r,=ry,— X, sina

Rys. 3. Roznice drog dla roznych fikeyjnych Zrodet, oméwionych w tekscie

Wyrazenie na fale¢ sinusoidalng, docierajaca do punktu obserwacji, mozna
wiec napisa¢ w postaci:

U,=A, cos{zn(%“—%ﬂ - A COS{ZH(%OJrX”STM—%ﬂ -

B L t), 2nX;sina
—A]cos{Zn(/1 TJJF—/% }

Rozpatrzmy teraz pasek symetryczny w stosunku do omowionego wyzej.
Oznaczymy go symbolem —n. Dla tego paska X_, = —X,, a wiec (rys. 3):

)

r,=ro+ X, sing; =rp— X, sing; (©))

a stad

r, t n t 27X, sina
U, =A,cos 27:(7”—?} = A, cos {27{70—?)—”7] 4)
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Otwor kotowy jest symetryczny wzgledem $rodka. Diugos¢ paska —n jest
rowna dhugosci paska n. Wynika stad, ze A , = A,.

Interferencja fal opisanych wzorami 2 i 4 daje wynik (stosujemy wzor na
sume cosinusow):

U“ +Ufn Z%COS{ZR(%—%j-FZRXT‘%}_F
h t) 2nX,sina
ol fo_t|_2mApsine -
+/\qcos[ 7{/1 Tj yl } ©)

_ Lt 2nX, sina
—2&005[21{1 Tﬂ cos(—/1 j

Wzor ten jest stuszny dla dowolnej pary paskoéw n i —n.

Catkowity wynik interferencji jest sumg N takich sktadnikow. Wida¢, ze

przy takim sumowaniu wspolny czynnik 2C0{2n(%—%ﬂ mozna bedzie

wynie$¢ przed nawias. Pozostanie do obliczenia suma N sktadnikéw o postaci

21X, si
Aﬂcos( T rlismaj.

Zauwazmy jeszcze, ze potowa $redniej dhugosci n-tego paska dla otworu ko-
towego jest — z twierdzenia Pitagorasa — réwna 1fRZ — X2 (rys. 4). Wynika
stad:

A, COS(M) oc JRZ X2 COS(MJ : (6)

R X

n

X

n

Rys. 41. Obliczanie dlugosci paska dla otworu kotowego
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Przeksztalémy jeszcze wyrazenie 6, wprowadzajagc nowa bezwymiarowa

) X ) . .
zmienng X, = ?" . Zachodzi oczywiscie X, = Rx,, co podstawimy do wzoru:

mcos(Zan;maJ:R 2 Co{zn(thzsmaﬂ .

: ()
o [ 1-x2 cos (m%xn)a/ 1-x2 cos(Qx,).
, . _ 2nRsina D, . s
Dla skrétu oznaczyliSmy Q—T. WspomnieliSmy juz wyzej, ze

w typowym do$wiadczeniu interesujg nas mate katy . Wtedy sina = «, czyli Q
jest po prostu do « proporcjonalne.

Calkowanie metoda prostokatow
Nasze zadanie sprowadza si¢ do znalezienia — przy okreslonym Q — wartosci

sumy N czlondéw o postaci 1/ 1-x2 cos(Qx,). Mozemy takie sumy obliczy¢

numerycznie, stosujgc tak zwang metode prostokatéw. Polega ona na przyjmo-
waniu w liczeniu sumy wartosci funkcji ze $rodka obszaru. Autor postuzyt sie
w tym celu programem Excel. Rachunki zostaty przeprowadzone dla N = 20,
czyli szerokosci paskow rownej 0,05. Obliczenia znajdujg si¢ w pliku Otwor
kolowy (w wersji elektronicznej Fotonu).

Omowmy uzyskane wyniki.

1. Obliczana przez nas suma jest proporcjonalna do amplitudy fali $wietlnej
w punkcie obserwacji. Zaleznos¢ tej wielkosci od Q przedstawia rys. 5 (gru-
ba linia). Wyniki zostaty znormalizowane do jednosci dla Q = 0.

2. Rysunek 6 przedstawia zalezno$¢ od Q natgzenia Swiatla, ktére jest propor-
cjonalne do kwadratu amplitudy fali.


otwor%20kolowy.xls
otwor%20kolowy.xls
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Rys. 5. Zalezno$¢ amplitudy fali $wietlnej od parametru Q. Gruba linia: otwor kotowy. Cienka
linia: otwor prostokatny
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Rys. 6. Zaleznos¢ natezenia $wiatta od parametru Q dla otworu kotowego

b

o

Wida¢, ze pierwsze zero pojawia sie dla Q ~ 3,83. Oznacza to warunek na
kat o

2nRsinoy

= 3,83 (8).
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Kat pierwszego zera oznaczyliSmy ¢;. Przeksztatcajac wzor 8 dostajemy:

siny zalzgé—?f%zO,GlézLZZ% 9)

w ostatnim cztonie D oznacza $rednicg otworu (D = 2R).
Wzor ten okresla rozmiar jasnej plamki centralnej obrazu z rys. 1.

Wielkos¢ jej plamki jest w przyblizeniu wprost proporcjonalna do dlugosci
fali A, a odwrotnie proporcjonalna do promienia otworu R.
Aby oszacowac kat oy, wykorzystamy fakt, ze dla otworu o $rednicy 0,1 mm

i dugosci fali A = 0,7 um stosunek %z 7-10°° (co obliczylismy wyzej). Dosta-
jemy:

oy ~0, 61% =0,61-7-10° ~4,3-10%rad ~ 0, 25° ~15' (10)

Promien plamki centralnej obrazu dyfrakcyjnego na ekranie odlegtym o L od
otworu jest rowny w przyblizeniu Loy (dla kata wyrazonego w radianach). Dla
wartosci L =1 m = 1000 mm jest on rowny 4,3 mm.

O analitycznym rozwiazaniu naszego problemu

Zalezno$¢ natezenia Swiatla od kata o dos$¢ prosto opisaliSmy numerycznie.
Opis analityczny sprowadza si¢ do obliczenia catki (por. wzor 7):

1
F(Q) =jdxaf 1-x? cos(QX). (11)
0

Catka ta nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Analityczny opis dyfrak-
cji na otworze kolowym wymaga znajomosci funkcji Bessela — i nie bgdziemy
go tu omawia¢. Roznice rezultatow Scistego opisu analitycznego i naszych wy-
nikéw obliczen numerycznych sg na poziomie 0,001.

Otwoér kolowy a otwor prostokatny

Warto zwroci¢ uwage, ze pierwsze zero dla otworu kolowego o $rednicy rownej
D jest nieco dalej od $rodka, niz dla otworu prostokgtnego o szerokosci rownej
D. Dla tego drugiego warunek na znikanie nat¢zenia §wiatla ma postac:

D siney = A. (12)
Z (12) wynika warunek

Slnal zal ~

Ol>

(13)

(poréwnaj z wzorem 9).



FoTtoN 117, Lato 2012 43

Inne otwory

Program znajdujacy si¢ w pliku Otwory tatwo zmodyfikowac.
1. Na przyktad — jezeli chcemy opisa¢ dyfrakcje na otworze prostokatnym,
nalezy w obliczeniach numerycznych sumowac¢ po paskach rownej dtugosci,

czyli zastapi¢ funkcje «f 1-x? jedynka.
2. Mozna tez sprawdzi¢, jak wyglada obraz dyfrakcyjny, jezeli funkcja okresla-
jaca dlugos$¢ paskow osiaga zero ,,ptynnie” a nie ,,skokowo”. W pliku Otwo-

ry jest to obliczone dla funkcji %[1—cos(nx)].

Zadanie domowe

Proponuj¢ czytelnikowi samodzielne zbadanie, jak zalezy od Q amplituda fali
rozproszonej i nat¢zenie Swiatta dla otwordéw przedstawionych na rysunkach
Ta—e. W szczegodlnosci polecam punkt ¢, kiedy szeroko$¢ otworu okres§lona jest

funkcja e .

HOCMII

Rys. 7.

Wyzwanie

W przeprowadzonych w tym artykule rozwazaniach ograniczaliémy si¢ do
otworow symetrycznych. To zaloZenie istotnie upraszczato prowadzone obli-
czenia. Proponuje, aby czytelnik uchylit to zalozenie i przeprowadzit rozumo-
wanie bardziej ogolne. Jako konkretny przyktad mozna byloby rozwazy¢ dy-
frakcje na otworze trojkatnym z rysunku 7f.



44 FoToN 117, Lato 2012

Kiedy Ziemia przestala by¢ plaska?
Wizje Ukladu Slonecznego do czasow Keplera

Michat Bizon
Instytut Filozofii UJ

Whbrew temu, co moze sugerowacé nieco prowokacyjny tytul, ludzie zdali sobie
sprawe¢ z kulistosci Ziemi nie tylko na dlugo przed Keplerem, ale juz pierwsi
filozofowie greccy uznawali t¢ hipotez¢ za naturalng. W V wieku p.n.e. Parme-
nides uwazal, ze tak Ziemia, jak i caly Wszechswiat jest kulg. Podobng teorig¢
wyznawali Pitagorejczycy, w interesujacy sposob ja modyfikujac i rozwijajac.
Kosmologia pitagorejska postulowata bowiem nie tylko kulistos¢ Ziemi
i planet, ale rowniez porzadek cial niebieskich, ktory mozna uznaé za antycypa-
cje uktadu heliocentrycznego. W Srodku §wiata — bedacym rowniez $rodkiem
Uktadu Stonecznego — znajdowat si¢ Ogien, wokot ktorego krazyly Stonce
i planety. Ogien ten nie byt jednak widoczny, poniewaz zastaniata go Antyzie-
mia (Antichthon), znajdujaca si¢ stale migdzy nim a Ziemia wtasciwg. Stonce
krazytlo wokot Ziemi, odbijajac $wiatto pochodzace od Ognia. Teoria ta jest
charakterystycznym przykladem spekulatywnego rozumowania Pitagorejczy-
koéw, jednak biorac pod uwage brak astronomicznych przyrzadéw obserwacyj-
nych jej intuicja jest interesujaca.

Pierwszy znany do$wiadczalny argument dotyczacy ksztaltu Ziemi podat
Arystoteles, jeden z najwybitniejszych myslicieli i uczonych, jakich wydata
nasza cywilizacja. Cho¢ starozytna filozofia grecka lubowata si¢ w spekulatyw-
nym racjonalizmie stronigcym od empirii, rozumowanie Stagiryty opierato si¢
na obserwacji. Wiedzial on, ze zaémienia Ksigzyca sg spowodowane jego wej-
sciem w obszar cienia Ziemi. Z okraglego ksztattu cienia Ziemi na Ksig¢zycu
wnioskowal, ze Ziemia musi by¢ ksztattu kuli. Gdyby bowiem byta ptaskim
dyskiem, ksztalt cienia rzucanego na Ksiezyc bytby eliptyczny.

Olbrzymi wktad w zrozumienie
budowy Uktadu Stonecznego wnidst
aleksandryjski uczony Eratostenes
z Cyreny, zyjacy w latach 276-194
p.n.e. Obliczyl on obwdd Ziemi sza-

cujagc go na 252 000 stadionow. Nie- /.. ZwowkRae /.
stety nie wiemy, z jakiego wzorca ”
stadionu korzystal — attyckiego czy T

egipskiego. Zaleznie od tego blad
jego obliczenia wynosi odpowiednio
16,3% lub 1%. Metoda Eratostenesa
opierala si¢ na prostej trygonometrii.
Znajac kat padania promieni stonecz-
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nych w potudnie w Aleksandrii oraz odleglos¢ do miasta Syene, potozonego na
Zwrotniku Raka bezposrednio na potudnie, gdzie w potludnie Stonce znajduje
si¢ doktadnie w zenicie, obliczyl on promien Ziemi. Zaktadat przy tym, ze pro-
mienie stoneczne dochodzace do Ziemi sg wszedzie rownolegle, a wiec ze jej
odlegto$¢ od Stonca jest znacznie wigksza niz jej promien. Oczywistym jest tez,
ze przyjmowat juz za dang kulisto$¢ Ziemi. Procz kosmologii Eratostenes zaj-
mowal si¢ kartografia, ktdrg rozwinal za pomoca wczesniejszych obliczen
astronomicznych oraz bogatej wiedzy zeglarzy hellenskich, przywozacych do
Aleksandrii opowiesci z odlegtych podrézy. Stworzyt on mape §wiata bedaca
znacznym udoskonaleniem tej opracowanej przez wybitnego historyka
i obiezyswiata, Herodota z Halikarnasu.

Pierwszy heliocentryczny model Uktadu Stonecznego wywnioskowany
z wynikow obserwacyjnych, a nie ze spekulacji opierajacej si¢ na przestankach
teologicznych czy estetycznych — jak robili to Pitagorejczycy czy eleaci — podat
Arystarch z Samos, astronom helleniski o pokolenie starszy od Eratostenesa.
Korzystajac z dziet Filolaosa z Krotonu, wzbogacil on teoretyczne rozwazania
pitagorejczykow argumentacja empiryczng.

1 S bpoyroviw! J.Lov kortrov D Ep raurrer aly so ety sk psyrey
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Diagram do obliczen Arystarcha z manuskryptu z X w.

Znajac rozmiar Ziemi, oraz wiedzac, ze cien rzucany na Ksi¢zyc podczas za-
¢mienia ma szerokos$¢ jej Srednicy obliczyt promien orbity Ksigzyca, korzysta-
jac ze znajomosci dtugosci miesigca i z tego, ze pelne zaémienie trwa trzy go-
dziny. Nastepnie, za pomoca twierdzenia Talesa, obliczyl rozmiar Ksigzyca.
Korzystajac z tego wyniku i1 wiedzac, ze katowy rozmiar Stonca i Ksigzyca
widziany na niebie jest taki sam — co wida¢ zwlaszcza podczas za¢mienia —
obliczyt stosunek promienia Stonca i jego odleglosci od Ziemi na 1/180. Wia-
sciwy wynik wynosi 1/215. Wreszcie, za pomocg ciekawej i subtelnej metody,
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otrzymal rozmiar Stonca. Arystarch zauwazyl, ze potksiezyc widoczny jest
nieco wczesniej niz w potowie czasu miedzy nowiem a pehnia.

Slofice

Ksiezyc

d
SR

Réznice t¢ wyliczyl na 12 godzin. Jego btad wynosit pot godziny. Dzigki tej
wiedzy, znajac promien orbity Ksiezyca, otrzymat drugi kat w trojkacie prosto-
katnym, jaki tworza $rodki Ziemi, Stonca i Ksiezyca, gdy widoczny jest pot-
ksiezyc, skad otrzymal odlegto$¢ Ziemi do Stonca (kat A na rysunku ponizej).
Ze wzgledu jednak na blad w obliczeniu momentu pojawienia si¢ potksiezyca
odlegtos¢ ta zostata znacznie niedoszacowana. Wedlug Arystarcha rowna sig
ona 20 odleglosci do Ksigzyca, a w rzeczywistosci okoto 390. Majac ten wynik
obliczyt on rozmiar Stonca, niestety réwniez znacznie niedoszacowany. Nie-
mniej byt on o wiele wigkszy od rozmiaru Ziemi, co bylo najistotniejsza prze-
stanka do teoretycznego wywnioskowania, ze to Stonce — jako najwigksze —
znajduje si¢ w srodku Uktadu Stonecznego.

Ksigzye Stofice
W pierwszej #
kwadrze

'- :

r

Dzieta Eratostenesa i Arystarcha ustgpily jednak pola bardziej przekonuja-
cemu w tamtym czasie uktadowi geocentrycznemu Arystotelesa, ktory zostat
rozwinigty i1 uzupeliony doktadnymi obliczeniami Ptolemeusza. Nalezy jednak
podkresli¢, ze powodem popularnosci geocentryzmu byly nie wzgledy teolo-
giczne czy spekulatywne — cho¢ takie argumenty rowniez sie pojawialy, by
wtornie poprze¢ teori¢ przestankami biblijnymi lub filozoficznymi — lecz jej
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zgodnos$¢ z danymi empirycznymi. Obliczenia Arystarcha obcigzone byty bte-
dami, w duzej mierze spowodowanymi przyjeciem wartosci @ rownej 3. Do-
ktadniejsze jej oszacowanie podat Archimedes, zyjacy dwa pokolenia po Ary-
starchu. Co istotniejsze, heliocentryzm przewiduje zjawisko paralaksy rocznej,
ktoéra nie zostala jednak zaobserwowana. Wiedziano — jest to wyraznie stwier-
dzone w Elementach Euklidesa — ze ttumaczy¢ to mogloby przyjecie znacznie
wiekszych odlegtosci od Stonca i gwiazd, jednak takie zalozenie wydawalo sig¢
mniej wiarygodne niz zgadzajacy si¢ z danymi tablicowymi uktad geocentrycz-
ny. Podobnie rozumowali jeszcze astronomowie XVI wieczni jak Krzysztof
Klawius czy Tycho de Brahe. Istnienie paralaksy zostalo udowodnione duzo
pozniej przez trzech niezaleznie pracujacych badaczy. Na podstawie obserwacji
przeprowadzonych w Kapsztadzie w latach 1832-1833 Tomasz Henderson
wyznaczyl wspotrzedne gwiazdy a Cen, W oparciu 0 ktore stwierdzono potem
istnienie przesunigcia paralaktycznego. W roku 1838 w Krélewcu Fryderyk
Bessel wyznaczyt paralakse gwiazdy 61 Cyg, a rok pdzniej astronom z Dorpatu
Wilhelm Struve wyznaczyl paralakse Wegi.

Upadek kultury, nieuchronnie towarzyszacy kryzysowi cywilizacji Rzymu,
ktéry imperium przechodzito w V wieku przyczynit si¢ do zapomnienia osia-
gnig¢ astronomicznych. Zdarzali si¢ nawet pisarze opowiadajacy si¢ za ptaskim
modelem Ziemi, jak Kosmas Indicopleutes, co jest tym bardziej zaskakujace, ze
byl on podréznikiem, ktéry przemierzyt srodkowy wschod i Indie. Réwniez
Tertulian i Laktancjusz, chrzes$cijanscy apologeci p6znego antyku podzielali ten
poglad. Kulisto§¢ Ziemi uznawat jednak sw. Augustyn i encyklopedysta $w.
Izydor z Sewilli, w ktorego bezcennym dziele wiele wiedzy starozytnych prze-
trwato ciemne wieki rozpadu cesarstwa.

Wraz z powolnym odradzaniem si¢ nauki w okresie Renesansu Karolinskie-
go odéwiezeniu ulegly zapomniane teorie kosmologiczne. Sw. Beda Czcigodny
okresla Ziemie jako orbs terrae — kula ziemska — wyraznie wskazujgc jaki
uznaje jej ksztalt. Neoplatonczyk Jan Szkot Eriugena omawia natomiast pojecie
rownika oraz wspomina obliczenia i wyniki starozytnych greckich i rzymskich
astronomow. Nadal dominuje jednak geocentryczny model Uktadu Stoneczne-
go, autorytet za§ Ptolemeusza, poparty traktatem De Coelo Arystotelesa, pozo-
staje niezachwiany.

Przelom w astronomii przynosi wiek XIII, wiek swiatta. Jest to czas wielkich
ludzi i wielkich dziet, ktéry zdobig imiona takich luminarzy nauki i kultury jak
$w. Tomasz z Akwinu, papiez Innocenty III, czy $w. Ludwik IX, krél Francji.
Wtedy to wynaleziono proch, rozkwitajg rowniez wielkie uniwersytety, opisano
takze teori¢ i uzycie pierwszej lunety (Robert Grosseteste w pracy De Iride
przedstawia optyke szkiet przyblizajacych, podobny opis podaje pdzniej jego
uczen Roger Bacon, cho¢ doktadna konstrukcja tych proto-lunet nie jest dosta-
tecznie poznana). Wieki $rednie, we wszystkim praktyczne, osobliwie stronigce
od rozwazan teoretycznych, wplynety na rozwoj kosmologii poprzez osiagnig-
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cia optyczne i kartograficzne. Istotnymi czynnikami okazaty si¢ tu tzw. pote-
pienie paryskie biskupa Stefana Tempiera oraz wyprawy krzyzowe, ktore
znacznie wzbogacity wiedze¢ geograficzna. Z powodu zakazania niektoérych
dziet Arystotelesa przez biskupa Paryza w roku 1271 uczeni i teologowie uwol-
nili si¢ spod wszechwladnego dotad autorytetu Stagiryty. Jednoczesnie za po-
moca nowo wynalezionej lunety stwierdzono, ze — wbrew temu, co glosit Ary-
stoteles w De Coelo — Ksi¢zyc nie jest idealnie jednolitym ciatem, lecz posiada
kratery, gory i doliny. W ten sposdb potozono podwaliny pod rewizje ptolemej-
skiego systemu geocentrycznego. Rozpedu badaniom nadato stworzenie i opi-
sanie przez Roberta Grosseteste metody naukowe;j, ktorg cztery wieki pozniej
usystematyzujg Franciszek Bacon i Galileusz.

Jak juz zostalo zaznaczone, pierwsze, spekulatywne teorie heliocentryczne
byly §cisle powiazane z platonizmem, oraz z ruchem pitagorejskim. Nie jest
wigc niczym zaskakujacym, ze pojawiajg si¢ one znowu w chwili, gdy Rene-
sans przywraca do task oba te nurty, odsuwajac na bok Arystotelesa. Pierwszym
myslicielem, ktory zakwestionowat spoczynek Ziemi byt neoplatonczyk Miko-
faj z Kuzy. Nalezy jednak podkresli¢, ze byt to wniosek czysto filozoficzny —
jesli nie teologiczny — nie poparty rozwazaniami empirycznymi. Jednoczes$nie
odrzucat Kuzanczyk teorig, ze orbity majg ksztatt idealnego okregu, Wszech-
$wiat uznawat za§ — wbrew Arystotelesowi — za nieskonczony. Mikotaj Oresme,
biskup Lisieux i doradca krdla Francji Karola V antycypowal zasade Galileusza
zauwazajac, ze ruch w poruszajacym si¢ statku nie roézni si¢ od ruchu na po-
wierzchni ziemi — statek stanowi nowy stacjonarny uktad odniesienia. Nastep-
nie skorzystal z tego wniosku, by zakwestionowa¢ argumenty Arystotelesa za
nieruchomoscia Ziemi. Oresme réwniez dopuszczal mozliwo$¢ istnienia
wszech$wiatéw innych niz nasz, utozsamit nature $wiatta i koloru oraz zapro-
ponowat egzegeze Pisma Swictego zgodng z osiggnieciami nowoczesnej astro-
nomii, ktéra przyjmowana jest do dzis.

Rowniez Mikotaj Kopernik, kanonik warminski i wszechstronny humanista
— prawdziwy cztowiek Renesansu — nie byl wolny od pradow umystowych swo-
ich czasow 1 czgsto siggal do ksiag Platona i pitagorejczykow. W jego monu-
mentalnym dziele De revolutionibus orbium coelestium, dedykowanym papie-
zowi Pawtowi III, powotuje si¢ na Filolaosa i Hiketasa, pitagorejczykdw
z V wieku. Wspomina rowniez Arystarcha, jako tworce teorii heliocentrycznej.
Swoje Opus Magnum dopracowywatl Kopernik przez blisko trzydziesci lat,
a ukazato si¢ ono w catosci dopiero w roku 1543, krotko przed $miercig autora.
Jednak sama teoria powszechnie byta znana spotecznosci akademickiej owcze-
snej Europy co najmniej od roku 1536, za$ przyjaciele Kopernika namawiali go,
by wczesniej oglosit wyniki swojej pracy. Ten jednak wahat sig, w obawie
przed krytyka i o$mieszeniem. Wcigz bowiem dane tablicowe zgadzaly si¢
0 wiele lepiej z systemem geocentrycznym, tez wigc na skrupulatnym popra-
wianiu i uaktualnianiu tablic zeszta Kopernikowi wigksza cze$¢ pracy nad De
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revolutionibus, ktora kontynuowat az do $mierci. Jednocze$nie prowadzit zazy-
1a korespondencj¢ z humanistami i uczonymi catej Europy badajac, jaka reakcje
wywota ogloszenie niepopularne;j teorii.

Bezposrednio po publikacji dzielo Kopernika odbito si¢ bez echa wsrod
uniwersytetow europejskich. Po raz pierwszy zainteresowano si¢ heliocentry-
zmem nie ze wzgledu na samg teori¢, lecz z powodoéw praktycznych. W roku
1582 papiez Grzegorz XIII zlecit stynnemu astronomowi Krzysztofowi Klawiu-
sowi opracowanie reformy kalendarza. Dotychczas uzywany kalendarz julian-
ski, opracowany dla Cezara przez Sozygenesa z Aleksandrii, coraz gorzej spet-
nial swoje zadanie. Ze wzgledu na niewielki blad w obliczaniu dlugosci roku
wiosenne zrownanie dnia z noca wypadato coraz wczesniej. W 1582 roznica
wynosita juz 10 dni, co starano si¢ korygowa¢ wprowadzajac lata, miesiace
i tygodnie przestgpne. W swojej pracy opierat si¢ Klawius na tzw. tablicach
pruskich, opracowanych przez Erazma Reinholda. Chociaz i Klawius i Reinhold
byli geocentrystami, jednak w obliczaniu doktadnych danych tablicowych opie-
rali si¢ na heliocentrycznym systemie Kopernika. Powstaty w ten sposob kalen-
darz gregorianski ogloszony zostal uroczys$cie w bulli Inter gravissimas. Aby
zsynchronizowa¢ nowg date ze starg, dekretem papieskim po czwartku, 4 paz-
dziernika mial nastgpowac od razu piatek 15, omijajac dziesi¢¢ dni, o ktorych
mozna tym samym powiedzie¢, ze nigdy nie istnialy. Mimo gwaltownych
sprzeciwow ze strony kupiectwa i rolnikéw — weszacych w decyzji papieskiej
probe pozbawienia ich dochodu jednej trzeciej miesigca — nowy kalendarz
utrzymat si¢ i obowigzuje do dzisiaj we wszystkich krajach pozostajacych pod
wptywem tacinskiej cywilizacji Zachodu.

Ostateczne zwycigstwo systemu heliocentrycznego przyniost Jan Kepler
i Tychon de Brahe, ktorzy dzigki doktadnym pomiarom astronomicznym obalili
geocentryczny system epicykli na korzys¢ elegantszego oden modelu koperni-
kanskiego, ulepszonego przez Keplera o znane modyfikacje. Droga obu uczo-
nych do heliocentryzmu nie byta jednak prosta. Kepler, w mtodosci astrolog,
argumentowatl za teoria Kopernika z czysto spekulatywnego punktu widzenia,
silnie zaleznego od Timajosa Platona i neopitagoreizmu. Chcac matematycznie
opisa¢ Uktad Stoneczny starat si¢ poprze¢ nowymi wynikami obserwacyjnymi
platonski model wpisujgcy orbity kolejnych ciat niebieskich w regularne bryty
platonskie. Powodowany rozumowaniem z braku obserwacji paralaksy rocznej,
Tychon de Brahe pozostal wierny obozowi geocentrystow, cho¢ na podstawie
nowych danych obserwacyjnych byt zmuszony zmodyfikowaé swoja wersje
modelu.



50 FoToN 117, Lato 2012

O analogii prawa Snelliusa
w ruchu punktu materialnego z tarciem

Jacek Ciborowski, Marta Wlodarczyk2
'Uniwersytet Warszawski, Instytut Fizyki Doswiadczalnej

2Uniwersytet £odzki, Katedra Fizyki Teoretycznej
i VIII LO im. Adama Asnyka w Lodzi

Rachunek wariacyjny to metoda znajdowania funkcji lub warto$ci parametrow,
ktére minimalizujg lub maksymalizujg wartosci pewnych wielkosci fizycznych.
Zagadnienia, w rozwigzaniu ktoérych pomocny jest rachunek wariacyjny, spoty-
kamy we wszystkich dziatach fizyki. Dla przyktadu, w mechanice klasycznej,
do odpowiedzi na pytanie o ksztalt tancucha zaczepionego na obu koncach
w polu grawitacyjnym prowadzi zasada, u podstaw ktorej lezy wymog mini-
mum grawitacyjnej energii potencjalnej takiego tancucha w stanie rownowagi.
W optyce geometrycznej najbardziej znang zasadg wariacyjng jest zasada Fer-
mata, ktora orzeka, ze promien $wietlny porusza si¢ migdzy dwoma punktami
po takiej trajektorii sposréd wszystkich mozliwych, aby czas tego ruchu byt
najkrotszy. Zasada Fermata prowadzi do znanych ze szkoty praw odbicia
i zatamania dla promienia §wietlnego; to drugie zwane jest prawem Snelliusa.

Analogia do prawa odbicia
Rozwazmy na poczatek dwa punkty, A i B, lezace na polptaszczyznie o wspot-
czynniku tarcia f, graniczacej z potptaszczyzng o nieskonczonym wspoétczynni-
ku tarcia. Punkt materialny porusza si¢ w kierunku granicy potplaszczyzn
(o$rodkow). Dla jakiego toru praca sit tarcia na drodze od A do B bedzie naj-
mniejsza? Przyjmujemy, ze warto$¢ sity tarcia jest iloczynem wartosci cigzaru
ciata (w polu grawitacyjnym) i wspolczynnika tarcia.

Umies¢my punkty A i B w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, jak na ry-
sunku 1.

A | :
AR T Y)B
h |
! fi=1 _
0 fa=00

Rys. 1. Trajektoria punktu materialnego, poruszajacego si¢ od A do B po drodze, na ktorej sity
tarcia wykonuja najmniejsza mozliwa prace
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O$ X jest granicg potplaszczyzn (o$rodkdw) o réznych wspotczynnikach tar-
cia, A=(0,h) oraz B=(x+Y,h). Tor ruchu sktada si¢ z dwoch odcinkoéw, AG
i GB, gdzie G =(0,x) jest punktem toru lezagcym na osi X.

Oznaczmy: AG = I, i GB = I,. Niech w(x) bedzie pracg sit tarcia po drodze
AGB, na jednostke cigzaru:

w(x)= fl(\ix2 +h? +Jy? + h2)

dw(x)
dx

Szukamy minimum funkcji w(x). Z rownania =0, mamy:

x .y
X2 +h? oy +h?

lub rbwnowaznie:

z czego wynika, ze
sing,
sing,

=l= g =aq,

(co jest rownowazne z warunkiem X = y). UzyskaliSmy zatem prawo rowno-
wazne prawu odbicia dla swiatla — kat padania i kat odbicia sa réwne. Warto
zaznaczy¢ w tym miejscu, ze prawo odbicia bedzie prawdziwe réwniez wtedy,
gdy ciato bedzie poruszato si¢ bez tarcia.

Analogia do prawa Snelliusa

Rozwazmy teraz przypadek kolejny — dwa punkty, A; i Ay, lezace na potptasz-
czyznach o réznych wspotczynnikach tarcia kinetycznego (odpowiednio f; i f,).
Po jakim torze powinien porusza¢ si¢ punkt materialny od A; do A,, aby praca
sit tarcia byta najmniejsza?

Ponownie przyjmujemy, ze warto$¢ sity tarcia jest iloczynem wartosci cieza-
ru ciata i wspotczynnika tarcia. Umiesémy punkty A; i A; jak na rys. 2.

Os$ X jest granica potplaszczyzn (osrodkow) o réznych wspotczynnikach tar-
cia, A = (0,h,) oraz A, =(d,—h,). Tor ruchu skfada si¢ z dwoch odcinkow,
AiG i GA,, gdzie G = (x,0) jest punktem toru lezacym na osi X. Oznaczmy:
A1G =111 GA; = |,. Niech w (x) bedzie pracg sit tarcia po drodze A;GA;, na jed-
nostke cigzaru:

W(X) = fX2+h2 + f,/(d —x)? +hZ
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Y

Rys. 2. Trajektoria ruchu ciata przechodzacego przez granice osrodkow o réznych wspolczynni-
kach tarcia taka, ze praca sit tarcia osigga minimum

Szukamy minimum funkcji w (x). Z réwnania % =0, mamy:
fx  f,(d-x)

Je+ne Jd-x2+h
lub rOwnowaznie:
d-x

|2

fX=t,

Il

Druga pochodna funkcji w (x) jest zawsze dodatnia:
d*w(x) fiht f.h3

A2 (w2 .2\ * 2 h?

(x2+hZ)™" ((d-x)?+h3)

3/2 >0

a wigc funkcja W(X) osigga minimum dla tej warto$ci X, ktorg mozna wyznaczy¢
?. Oznaczajac przez oy i a, katy, jakie odcinki A;G
2

i GA; tworza z osig Y (normalng), powyzszy wzor mozemy przepisa¢ nastepu-
jaco:

, . X
Z rownania f, L= f,
1

sing,  f

2
sina, f

Otrzymujemy zatem wyrazenie podobne do tego, jakie opisuje przechodzenie
promienia $wietlnego przez granic¢ osrodkéw o rdéznych wspotczynnikach za-
ina, n

tamania: =2
a, n

, gdzie n; oznacza wspoétczynnik zatamania $wiatta i-tego

osrodka.
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Pamigtajmy jednak, ze prawo odbicia i zatamania §wiatta otrzymuje si¢
z innych zatozen fizycznych, lecz réwniez znajdujac minimum: wielkoscig mi-
nimalizowang w tym wypadku jest czas przejscia promienia $wietlnego (czota
fali elektromagnetycznej) pomiedzy dwoma punktami. Widzimy wiec daleko
posuni¢ta analogic z optyka. Zawiera si¢ nie tylko w tej samej postaci prawa
wiazacego kat padania i zalamania, lecz rowniez w tym, ze wspotczynnik tarcia
pelni t¢ sama role w omawianym zagadnieniu, co w optyce wspolczynnik zata-
mania.

Doswiadczenie ze zbiorow IF UJ

Marek Gotgb
Instytut Fizyki Uj

Klocek na kotkach zjezdza po réwni pochylej, ktora sklada si¢ z dwoch po-
wierzchni o roéznych wspoélczynnikach tarcia. Wida¢ wyraznie, ze trajektoria
srodka CM masy klockow zalamuje si¢ ku normalne;.

Kolejne fazy ruchu (fot. Marek Gotgb)
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Doswiadczenie ze zbiorow IF UJ

Marek Golgb
Instytut Fizyki Uj

Klocek na kotkach zjezdza po réwni pochylej, ktora sktada si¢ z dwoch po-
wierzchni o rdéznych wspolczynnikach tarcia. Wida¢ wyraznie, ze trajektoria
srodka CM masy klockow zatamuje si¢ ku normalne;j.

Kolejne fazy ruchu (fot. Marek Gotab)
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Lew D. Landau

Maria Pawtowska
Biblioteka Instytutu Fizyki UJ

., Wolatabym, zeby moje dziecko nie byl geniuszem, ale synem...”
(dziecifistwo i mtodo$¢ L.D. Landaua)

W parku miejskim w Baku maty chtopczyk pisze na $ciezce dtuga, bardzo diu-
ga, kolumne cyfr, potem przesuwa si¢ wzdtuz zapisanego stupka i wpisuje od-
powiedz. Od razu wida¢, ze dziecko zajmuje si¢ zwyktym dodawaniem i odej-
mowaniem, ale dla niego jest to najwspanialsza zabawa. Wsrod cyfr na piasku
odnajduje go matka, bierze za reke i prowadzi do domu.

Ten matematyk ma cztery i pot roku. Jest bardzo tadny: ma ogromne, jasne,
myslace, przyjazne oczy. Ma na imi¢ Lew, ale matka nazywa go Lewinka.

Lew Landau urodzit si¢ 22 stycznia 1908 roku. Jego rodzice poznali si¢
W Petersburgu, gdy Lubow Wienjaminowna Garkawi odbywata praktyke me-
dyczng w klinice uniwersyteckiej. Dawid Lwowicz Landau, inzynier petroche-
mik, bez pamieci zakochal si¢ w Slicznej praktykantce. Mtodzi pobrali sig, ale
wkroétce zmuszeni byli opusci¢ ukochany Petersburg,
bo znana firma ,,Royal Dutch Shell” zaproponowata
utalentowanemu inzynierowi prace w Baku. Panstwo
Landau osiedlili si¢ w Balachanach, przemystowe;j
dzielnicy na przedmiesciach Baku. Wkrotce urodzita
im si¢ coreczka Sonia, pdzniej syn, ktdrego na czesé
dziadka nazwano Lew. Rodzice wiele uwagi poswie-
cali wychowaniu dzieci. Zatrudniono francuska gu-
wernantke, do domu przychodzili nauczyciele muzy-
ki, rytmiki i rysunku. Matka uczyta dzieci czytaé
i pisa¢. Lew byt nieprzecietnie zdolnym, ale réwno-
cze$nie nieznosnym i bardzo upartym dzieckiem.
Zresztg te cechy zachowatl do pewnego stopnia réw-
niez w swoim dorostym zyciu. Rodzicom nie udato
si¢ zacheci¢ chlopca do nauki muzyki, interesowaly
go wylacznie liczby.

W gimnazjum Lew Landau byl najlepszym uczniem z nauk $cistych, ale
wciaz nie zgadzat si¢ z nauczycielem literatury, ktory nabrat awersji do ucznia
po spojrzeniu na jego zeszyt. Nauczyciela ztoscito niestaranne pismo i lako-
niczne wypracowania, ktorych pisania Lew nienawidzit catym sercem. Kiedy$
dostat jedynke za wypracowanie o Eugeniuszu Onieginie. Nie mogl zrozumie¢,
dlaczego jego zadanie zostato tak stabo ocenione. Przeciez nie byto w nim ani
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jednego btedu. Napisal: ,,Tatiana byla do$¢ znudzona
osobg” — i jedynka. Gdyby nauczyciel wiedzial, ze Lew
doskonale zna tworczo§¢ Puszkina, Gogola, Niekrasowa,
a na pamie¢¢ umie prawie wszystkie wiersze Lermontowa,
a nawet jego prozg...

W 1920 roku Lew Landau otrzymat $wiadectwo doj-
rzatosci, ale dwunastolatkow nie przyjmowano na uni-
wersytet. Juz wezesniej Lew rzadko przygotowywat sie
do lekcji, ale teraz mogt si¢ zupehie rozleniwi¢. Matka
szukata sposobow, by zmobilizowa¢ syna do pracy, ale w
swych nieustannych wyrzutach posuneta sie za daleko.
Nieszczesna pedagogika prawie doprowadzita do trage-
dii, gdy w trzynastym roku zycia Lew postanowil popetni¢ samobdjstwo. Na
szczgscie problem rozwiazal sie, bo rodzice zapisali chtopca do Technikum
Handlowego. Do tej szkoly uczeszezaly réwniez siostra Lwa Sonia i jego ku-
zynka Tiema. Dawid Lwowicz pomagat dzieciom z algebry, geometrii i trygo-
nometrii. Byt wymagajacym nauczycielem: ze zbioru Szaposznikowa' nie zo-
stalo ani jedno zadanie, ktorego nie rozwigzaliby jego uczniowie. Lew samo-
dzielnie zglebit tajniki analizy matematycznej; rozniczkowaé nauczyt si¢ majac
dwanascie lat, catkowa¢ — w wieku lat trzynastu. Zajmowanie si¢ matematyka
sprawiato mu tyle rados$ci, ze zapominal o bozym $wiecie. Nie lubit tylko geo-
metrii: ,,Wszak ona taka prymitywna...””” miat mawiag.

W 1922 roku Lew zostal przyjety na Uniwersytet w Baku®. Zapisat sie od
razu na dwa wydzialy: fizyczno-matematyczny i chemiczny. Pdzniej zrezygno-
wat ze studiowania chemii, ale zainteresowanie tym przedmiotem zostalo mu na
cale zycie.

Landau byt najmtodszym studentem i bardzo to przezywal. W przerwach
miedzy wyktadami, gdy koledzy z zapatem o czym$ rozmawiali, Lew starat si¢
zaszy¢ gdzie$s w kaciku, by nie rzucaé si¢ nikomu w oczy. Najtrudniejszy byt
pierwszy semestr, dopoki nie przekonano sie, jakim wspanialym matematykiem
jest ten chtopiec i jak chetnie pomaga kolegom.

Pewnego razu podczas zaje¢ z matematyki Lew zapytat o co$ wykladowce.
Profesor dlugo zastanawial si¢ nad odpowiedzig. W auli zrobilo si¢ zupeie
cicho. Profesor poprosit Lwa, by podszedt do tablicy. Natychmiast cata tablica
zapehita si¢ wzorami matematycznymi. ,,Chinszczyzna” — szeptali koledzy.
Profesor 1 Landau zaczgli si¢ ktoci¢. Studenci dopowiadali: ,,Landau ma racjg”.

1 N.A. Saposnikov, N.K. Val’cev, Shornik algebraiceskih zadac. C. 1-2, Moskva 1900.

2 Wszystkie cytaty pochodza z ksigzki: M. Bessarab, Landau. Stranicy Zizni, Moskva 1971
(thum. M. Pawtowska).

% Gdy w 1920 roku na Kaukazie wtadze objeli komunisci wprowadzono rewolucyjny system
edukacji, ktory pozwalat rozpoczaé studia uniwersyteckie bez koniecznosci ukonczenia szkoty
$redniej czy tez zosta¢ profesorem nie obroniwszy rozprawy doktorskie;j.
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Lew miat powazna, skupiong twarz, profesor byt zdenerwowany, troche spe-
szony. Na koniec wyktadowca usmiechnat si¢ i sktoniwszy glowe powiedziat:
—,,Gratuluje, mtody cztowieku! Znalazt pan oryginalne rozwiazanie”.

Lew bardzo duzo czytat. Mial swoja ulubiong ksigzke — Czerwone i czarne
Stendhala. Zyt zyciem Juliana Sorela, bohatera ksigzki, razem z nim kochat
i nienawidzil, tryumfowal i ginagl. Ale przede wszystkim, dzigki tej lekturze
zrozumial, ze jesli cztowiek czego$ bardzo chce, na pewno uda mu si¢ to osia-
gnacé.

W 1924 roku Lew Landau przenidst si¢ na Wydziat Fizyki Uniwersytetu Le-
ningradzkiego. Wreszcie mogt poczu¢ si¢ dorosty, samodzielnie decydowac
0 sobie, nikt nie udzielat mu nauk moralnych, nie nudzit rozmowami o racjo-
nalnym odzywianiu. No i mogt sobie czyta¢ do woli, cho¢by przez calg noc az
do $witu.

W tym okresie Leningrad byt naukowa stolica Rosji Radzieckiej. W Uniwer-
sytecie Leningradzkim pracowali wybitni fizycy: A.F. Joffe, D.S. Rozdie-
stwienski, D.A. Rozanski, pi¢¢ lat przepracowat tutaj utalentowany fizyk holen-
derski Paul Ehrenfest, wigc zdolny mtodzieniec nie musiat szukaé bardziej pre-
stizowej uczelni.

W Leningradzie Landau pracowat jeszcze wigcej niz w Baku. Zdarzato sig,
ze pracowat po pietnascie, osiemnascie godzin na dobe. Doprowadzit do tego,
ze zaczat cierpie na bezsennosc.

Lew mato dbat o swoj wyglad zewnetrzny i ubiér; az do pierwszych chto-
dow chodzit w sandatach i jasnych spodniach z ptétna zaglowego. Byt wysoki
i bardzo szczupty. Grzywke zaczesywat na bok, starajac si¢ przygladzi¢ geste,
krecone wlosy. Uwazat si¢ za ,,aktywnie brzydkiego”. Chorobliwa niesmiatos¢
trzymata go w bezpiecznej odlegtosci od dziewczat. Bedac na przyjeciu szukat
ratunku wsrdd starszych dam, z ktorymi mozna bylo rozmawia¢ swobodnie.
Byto jasne, ze nigdy si¢ nie ozeni, bo ,,malzenstwo — t0o pozbawienie wolnosci”.

Kiedy$ jeden z kolegoéw nadat mu przezwisko: Dau’. I pozniej whasnie tak
nazywali go fizycy z calego $wiata.

Gdy pewnego dnia Lubow Wienjaminowna odwiedzila swoje dzieci w Le-
ningradzie, Lew bardzo zdenerwowal matke, mimo ze uczyt si¢ Swietnie. Nie
mogla pogodzi¢ si¢ z tym, ze syn pracuje do upadtego, ze catymi dniami siedzi
nad wzorami matematycznymi. Po powrocie do Baku, Lubow podzielita si¢
obawami ze swoja krewna. Byta bardzo zmartwiona, wiec ta chciata jg jako$
pocieszy¢: — ,,Ciociu Lubo, Lew jest geniuszem” — powiedziala. ,,Wolatabym,
zeby moje dziecko nie byty geniuszem, ale synem” — odpowiedziata stanowczo
Lubow Wieniaminowna.

* Landau zwykt powtarzaé, ze to przezwisko wiaze sie z wymowa jego nazwiska po francu-
sku — L’ane Dau (osiot Dau).
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W 1926 roku, w czasopi$mie ,,Zeitschrift fiir Physik” opublikowano pierw-
szy artykut naukowy L.D. Landaua: O teorii natezenia widma czgsteczek dwua-
tomowych®, ktory poswiecony zostat podstawowym zagadnieniom nowej teorii
fizyki — mechanice kwantowej. Ten artykul osiemnastoletniego studenta byt
rozwinigciem idei Heisenberga, Schrodingera i innych tworcéw mechaniki
kwantowej. — ,,Kiedy zapoznatem si¢ z ogdlna teoriag wzglednosci Einsteina,
upajalem si¢ jej picknem”, po wielu latach opowiadat Landau studentom. ,,Ar-
tykuty Heisenberga i Schrodingera wprawialy mnie w zachwyt. Nigdy wcze-
$niej tak wyraznie nie uzmystowitem sobie sity ludzkiego geniuszu”.

Promotorem pracy dyplomowej L.D. Landaua byl profesor W.R. Bursian,
wyniosly i stateczny uczony starej daty. Obrone wyznaczono na 20 stycznia
1927 roku. Po jej zakonczeniu profesor Lejfet zapytal abiturienta, gdzie zamie-
rza podjac prace. Landau odpowiedzial, ze jeszcze nie podjat ostatecznej decy-
zji. —,,Po co ksztatcg tylu fizykow?” — zawarczat Lejfet.

W 1927 roku Landau zostat aspirantem w Instytucie Fizyczno-Technicznym
Uniwersytetu Leningradzkiego (LFTI), gdzie przyjeto go do grupy teoretykow,
ktérymi kierowat J.I. Frenkel. W sklad grupy, oprocz Landaua, weszli: V.A.
Fock, M.P. Bronsztejn i D.D. Iwanienko. Przyjaciotmi Landaua byli rowniez:
Zenia Kaniegizer (utalentowana poetka, pézniej zona fizyka Rudolfa Peierlsa),
Gieorgij Gamow i Michat Korec®. Dobrata si¢ zgrana kompania. Z luboscia,
nawet dla blahych spraw, tworzono wymyslne teorie. Pierwsza stworzono do
klasyfikowania prac naukowych. Do najwyzszej, pierwszej klasy, zaliczano
prace wybitne, do drugiej — bardzo dobre, do trzeciej — dobre, do czwartej —
przecietne; grupe piata stanowity prace ,,patologiczne”, czyli glupie i pozba-
wione tresci, takie, ktore nigdy nie powinny by¢ opublikowane. Zamilowanie
Landaua do systematyzacji i doktadno$ci znalazto swoje odzwierciedlenie
w zartobliwej klasyfikacji fizykéw dokonanej przy uzyciu skali logarytmiczne;.
Idea tej klasyfikacji byta nastepujaca: uczony drugiej klasy miat dla fizyki za-
stugi dziesie¢ razy wicksze niz fizyk klasy trzeciej. Einstein osiagnat w tej kla-
syfikacji poziom %2, a Bohr, Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Fermi i niektorzy
inni, pierwsza klase¢. Siebie umiescil Landau w klasie 2%2, ale dumny z ktorej$
ze swoich prac, awansowatl si¢ do drugiej grupy. Najdowcipniejszym z calej
kompani byt Lew Landau. Pomystowy, bystry w sporach, oczytany, znat si¢ nie
tylko na naukach $cistych, ale takze na problemach z zakresu historii, literatury

5 L.D. Landau, Zur Teorie der Spektren der zweiatomigen Molekule, Z. Phys., t. 40, 1926,
s. 621.

6 28 kwietnia 1938 roku M. Korec, L. Landau i J. Rumer zostali aresztowani przez KGB.
Dowodem obcigzajacym byta ulotka pierwszomajowa napisana przez jednego z nich w imieniu
urojonego Moskiewskiego Komitetu Antyfaszystowskiej Partii Robotniczej, w ktorej wzywano
towarzyszy, aby ,,ratowali socjalizm przed kryminalng klika stalinowska”. Korec spedzit w guta-
gu 20 lat, Rumer pozostawat przez 10 lat w ,,szaraszce” (karna instytucja, w ktdrej wigzniowie
prowadzili badania naukowe), Landaua ocalit Piotr Kapica, twierdzac, ze tylko on moze wyjasni¢
jego nowe odkrycie — nadciektos¢.
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i malarstwa jednak jego 6wczesne sady dotyczace zycia byly skrajnie naiwne.
Gdy dowiedziat si¢ przypadkowo, ze dwoje jego przyjaciol spotyka si¢ uznal,
ze ta ,,zakochana para” naruszyla elementarne zasady przyjazni i obrazit si¢ na
nich.

W tym czasie Landau zaczat pisa¢ nowa pracg naukowsg zatytutowang Pro-
blemy hamowania w mechanice kwantowej”’, w ktérej po raz pierwszy wpro-
wadzit opis stanu uktadow fizycznych za pomocg macierzy gestosci.

W 1928 roku w Moskwie odbywat si¢ VI Zjazd Fizykow. Dzigki staraniom
dyrektora LFTI, akademika A.F. Joffego, Zjazd ten zostal doskonale zorgani-
zowany. W obradach brali udziat uczeni radzieccy: Lebiediew, Rozdiestwien-
ski, Rozanski, Fock, a takze wielu zagranicznych gosci: N. Bohr, P. Dirac,
P. Debye, Brillouin, Franck, Charles R. Darwin, Ladenburg. Obrady rozpoczety
si¢ wyktadem doktorantéw z Leningradzkiego Instytutu Fizyczno-Techniczne-
go: L.D. Landaua i D.D. Iwanienki pt. Podstawy statystyki kwantowej. Swoj
drugi wyktad Landau i Iwanienko zatytutowali Zasada przyczynowosci we
wspélczesnej fizyce. Trzecig prace: Elektrony magnetyczne w mechanice falo-
wej, przygotowat Landau samodzielnie.

Dyskusje prowadzono w jezyku niemieckim. Dau dobrze mowit po niemiec-
ku i po francusku, ale byt bardzo niezadowolony, Zze nie zna angielskiego, bo
miedzy fizykami angielskimi i amerykanskimi czesto wybuchaty spory, ktérych
nie rozumiat. Posiedzenia sekcji fizyki teoretycznej byly poswiecone przede
wszystkim mechanice kwantowej i falowej, elektronowi Diraca — pozytonowi,
a takze problemom optyki. Po zakonczeniu oficjalnych obrad stu pieédziesieciu
uczestnikow konferencji przewieziono do Niznego Nowogrodu. Statkiem po
Wotdze doptyneli do Saratowa, skad goscie odjechali do Thilisi. Dau i jego
przyjaciele nie chcieli wraca¢ do Leningradu, mieli zamiar i$¢ przez kaukaskie
grzbiety do Batumi. Najgorsze bylo to, ze brakowato im pieniedzy. Aby nie
straci¢ resztek kapitalu Dau zawinat pie¢ rubli w chusteczke i schowat do trze-
wika. Mozna sobie wyobrazi¢ jak ten banknot wygladal po dwudniowym mar-
szu. W banku miejskim w Batumi zjawit si¢ obszarpany, chudy mtodzieniec,
ktéry podal kasjerowi tak starta pieciorublowke, ze ten stanowczo odmowit jej
przyjecia. Na szczeScie dato si¢ odczyta¢ numer banknotu i kasjer musiat wy-
ptaci¢ nalezng kwote. Starczylo na obiad i telegram do Instytutu: ,,zostaliSmy
bez kopiejki”.

Po VI Zjezdzie Fizykéw Dau, jako jeden z najlepszych doktorantow LFTI,
zostat skierowany za granice®. Musiat szybko nauczyé sie jezyka angielskiego.
Pottora miesigca pozniej potrafil juz mowi¢ w tym jezyku, nauczyt si¢ czytac
i thumaczy¢ teksty za pomoca stownika.

" L.D. Landau: Das Dampfungesproblem in der Wellenmechanik, Z. Phys., t. 45, 1927, s. 430.
8 Zagraniczne staze naukowe miodych fizykow radzieckich byly mozliwe dzigki stypendiom
rockefellerowskim, a wtadze radzieckie jeszcze nie odmawiaty wydawania paszportow.
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W pazdzierniku 1929 roku Dau przyjechat do Berlina.
Pewnego razu na Uniwersytecie Berlinskim spotkat Al-
berta Einsteina. Podszedt do tego znakomitego uczonego
1, speszony, poprosit o rozmowe. Einstein zaprosit mto-
dziefica do siebie do domu.

Landau miat dwadziescia jeden lat, Einstein pigcdzie-
sigt. Einstein uwaznie shuchat mtodego fizyka radziec-
kiego, gdy ten staral si¢ udowodni¢ prawdziwo$é pod-
stawowej zasady mechaniki kwantowej — zasady nieoz-
naczonosci. Lew nie mogt pojac, jak cztowiek, ktory
swoja teorig Wzglednos$ci zrobit rewolucj¢ w nauce, nie
moze zrozumie¢ innej rewolucyjnej teorii — mechaniki
kwantowej? Einsteinowi podobat si¢ zaréwno zapatl, jak réwniez pewnos¢ po-
gladow Landaua i jasno formulowane twierdzenia. Ale Lew Landau nie byt
w stanie przekona¢ Einsteina. Nigdy wiecej nie udato im si¢ spotkac. Einstein
musiat wyemigrowac z faszystowskich Niemiec za ocean.

Z Berlina pojechat Landau do Getyngi do Maxa Borna. Podczas swojego
pobytu w Leningradzie Born zaprosit Landaua, by ten wziat udziat w jego se-
minariach. Bylto to olbrzymie wyrdznienie, bo przeciez tam referowali swoje
prace naukowe takie stawy naukowe jak: Einstein, Bohr, Heisenberg, Schrodin-
ger czy Pauli.

Od Borna Landau skierowat si¢ do Lipska, do jednego z twdércéw mechaniki
kwantowej — Wernera Heisenberga. Gwaltowny, troch¢ szyderczy Heisenberg,
pod pewnymi wzgledami byl podobny do Landaua. Obaj lubili moéwi¢ i mogli
gada¢ godzinami. Profesor Heisenberg miat 29 lat. Cztery lata wcze$niej napisat
prace, ktora byla znana fizykom z catego Swiata (w 1932 roku otrzymat za nig
Nagrode Nobla). Zawierata opis pierwszego wariantu mechaniki kwantowej —
mechaniki macierzowej.

Z Lipska pojechat Landau do Danii, do innego laureata Nagrody Nobla —
Nielsa Bohra. — ,,Dobrze, ze pan przyjechal! Wiele si¢ od pana nauczymy” —
powiedziat Bohr, witajac goscia z Rosji. Dau byl dumny styszac takie stowa
z ust legendarnego Bohra jednak po kilku dniach przekonat sig, ze Bohr, w swej
dobroci, wita w ten sposob wszystkich nowo przybytych. Wyktady Bohra byty
bardzo interesujace, madre i pomystowe. Ten znamienity uczony poswigcat
studentom wiele uwagi, a w kontaktach z nimi wykazywat si¢ niezwykta deli-
katnoscig. Nigdy nie pozwalat sobie drwi¢ z kogokolwiek, ale z siebie $miat si¢
bardzo czgsto. Ulubionymi filozofami Bohra byli Spinoza i Hegel. Czgsto po-
wtarzal, ze nalezy ,,uczy¢ si¢ od przyrody i nasladowac jej zasady”. Do Kopen-
hagi z calego $wiata Sciggata utalentowana mtodziez, ale dato si¢ zauwazy¢, ze
Bohr za swojego najlepszego ucznia uwaza Landaua.

Kolejnym etapem podrézy naukowej Landaua byt Uniwersytet w Cambrid-
ge, gdzie pracowal znakomity fizyk Paul Dirac. Tutaj Landau spotkat si¢ ze
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swoim rodakiem Piotrem Kapicg. Od 1921 roku Kapica
pracowat w znakomitym laboratorium u patriarchy fizyki
wspotczesnej — Ernesta Rutherforda — i tylko na czas waka-
cji letnich wracat do kraju. Kiedy$ ojciec fizyki radzieckie;,
niestrudzony ,,papa Joffe”, zabral w podréz zagraniczna
ucznia, absolwenta Politechniki Petersburskiej, Piotra Kapi-
c¢. Rutherford zostawit Kapice, by ten popracowal w jego
laboratorium. Wkrotce mtody Rosjanin stat si¢ ulubionym
uczniem Rutherforda. Piotr Kapica przez caty czas mieszkat ~ Emest Rutherford
i pracowal w Cambridge, gdzie doczekal si¢ wysokiego
uznania — zostal cztonkiem Krolewskiego Towarzystwa
Naukowego. Mimo wszystko Piotr Leonidowicz nie ulegt
,,Zangielszczeniu”; pozostat obywatelem rosyjskim i dla obu
jego synow, ktorzy urodzili si¢ w Anglii, jezykiem ojczy-
stym byt jezyk rosyjski.

W Cambridge Landau przebywat cztery miesiace. Wyna-
jat sobie niewielki pokoik z pelnym utrzymaniem. Gospo-
dyni byta mloda, urodziwa i zyczliwa. Wkrétce Dau zauwa-
zyt, ze dziewczyna rumieni si¢, gdy napotyka jego wzrok.
Zakochat si¢ w Angielce, ale wcigz jeszcze nie nabral $§miatosci, by sie przy-
zna¢ do swoich uczuc.

Z Anglii Landau pojechat do Zurychu, do Pauliego. Interesowata go hipote-
za o istnieniu nadzwyczaj stabych oddziatywan z czastkg elementarng — neutri-
nem. Nie opuscit ani jednego wyktadu Pauliego. Pewnego razu znany austriacki
filozof, profesor N, wszczat z Paulim spor dotyczacy teorii wzglednosci. Pauli
obalal argumenty filozofa, ale ten nie poddawat si¢, wymyslat nowe pytania
i tak zbit z tropu audytorium, ze wigkszo$¢ stuchaczy przestata rozumieé, o co
w tym wszystkim chodzi.

— ,,Czy bylby pan uprzejmy wyjasni¢ mi, na czym polega réznica mi¢dzy
wystapieniem profesora Pauliego i profesora N?” — zapytal Landaua mtody
dziennikarz miejscowej gazety.

—,,W tym — odpowiedzial Landau — Ze profesor Pauli rozumie, o czym mo-
wi, a profesor N — nie”.

Heisenberg, Bohr, Born, Dirac, Pauli doceniali nieprzeci¢tne zdolnosci Lan-
daua. Kazdy uniwersytet bytby zaszczycony mogac gosci¢ u siebie tego mtode-
g0 uczonego, jednego z najlepszych fizykoéw rosyjskich. I rzeczywiscie, Landau
wielokrotnie otrzymywat takie propozycje. Ale ledwie rozpoczynata si¢ roz-
mowa, zbijat z tropu rozmowce:

—,,Nie! Ja wroce do kraju, gdzie stworzymy najlepszg na $wiecie nauke”.

Ze swojej pierwszej delegacji naukowej za granice wrocit w 1931 roku.
»Dau wrocit do Rosji, gdzie zostato jego serce, bo on sam, w glebi duszy, byt
rewolucjonistg” — pisata pdzniej zagraniczna prasa.

Piotr Kapica
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Zadanie z transporterem
— latwe trudne zadanie

Waldemar Gorzkowskil

Od Redakeji
Redakcja postanowita przypomnie¢ czytelnikom pickne standardowe zadanie z trans-
porterem, ktore zaliczamy do ,,tatwych trudnych”. Latwe, gdyz temat jest bardzo prosty
i zrozumiaty, a rachunki dostgpne nawet dla bardzo przeci¢tnego ucznia. A jednak za-
danie sprawia trudnos¢.

Zadanie dotyczy opisu zjawisk w uktadzie nieinercjalnym. Trudno$é wystepuje
w identyfikacji uktadu izolowanego i rozumienia zachowania energii. Zadanie pochodzi
z wydanego 25 lat temu Zbioru zadarn z olimpiad fizycznych Waldemara Gorzkowskie-
go. Wiem od znajomych fizykow Chinczykow, ze zbiory Waldemara Gorzkowskiego sa
tlhumaczone na chinski i w duzych naktadach tam wydawane.

Zadanie polecamy tylko wtedy, gdy jest do$¢ czasu na dyskusje.

Zadanie

Na poziomy pas transportera poruszajacy si¢ ruchem jednostajnym z szybko$cig
v =5 m/s upuszczono z bardzo matej wysokosci kostke kredy w ten sposéb, zeby
jedna ze $cianek byta pozioma (kreda spada ,,na ptasko”). Okazalo sig, ze kreda
zrobila na pasie smuge dtugosci S = 5 m. Nieco pdzniej zatrzymano naped trans-
portera i pas poruszat si¢ dalej ruchem op6znionym z opdznieniem a = 5 m/s°.

Czy kreda znowu pozostawita smuge na pasie? Jakiej dlugosci? Czy mozna
doktadnie obliczy¢, w jakich granicach moze si¢ zawiera¢ warto$¢ opdznienia
pasa, by kreda nie pozostawila smugi?

Rozwiazanie

W uktadzie odniesienia poruszajacym sie ruchem jednostajnym wraz z pasem
sytuacja wyglada tak, jakby na nieruchomy pas potozono krede z predkoscia
poczatkowg réwnolegta do pasa (poziomg) o wartosci v = 5 m/s. Niech masa
kredy wynosi m. Poczatkowa energia kinetyczna kredy (w rozwazanym ukia-
dzie odniesienia) zostaje w catosci zuzyta na prace sity tarcia. Oznaczajac
wspoétczynnik tarcia kredy o transporter przez f mozemy napisac
1 2
Emv = fmgs
Stad
_
~2gs
Po wiaczeniu hamowania z op6znieniem a uktad odniesienia zwigzany z trans-
porterem staje si¢ uktadem nieinercjalnym. Na kredg dziata teraz sita bezwtad-
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nosci o wartosci ma zwrdcona w kierunku ruchu transportera. Sita ta ma do-
ktadnie taki sam charakter jak sita dziatajaca na pasazerow podczas hamowania
tramwaju lub pociagu. Aby podczas hamowania kreda ulegta przesunieciu, sita
ma musi przekroczy¢ maksymalng wartos¢ sity tarcia rowna fmg. W przeciw-
nym wypadku kreda nie poruszy si¢, gdyz sita ma zostanie zréwnowazona
przez site tarcia. Zatem, aby kreda nie pozostawita smugi, musi by¢ spetniony
warunek
ma< fmg,

2
li <V _25m/s?
czyli a s ,.5m/s

Zgodnie z danymi w tekscie zadania wartosé a = 5 m/s? nie spetnia tego warun-
ku, a wigc podczas hamowania kreda przesunie si¢ po transporterze i zrobi biatg
smuge. Obliczmy dtugo$¢ tej smugi S;.

Kreda bgdzie poruszaé si¢ po transporterze ruchem przyspieszonym dopoki
bedzie dziatata sita ma, czyli podczas hamowania. Po zatrzymaniu sie pasa kre-
da bedzie miata niezerowa predkos¢ poczatkowa i bedzie si¢ poruszata ruchem
opdznionym z powodu sity tarcia. Ruch ten bedzie trwat do czasu zatrzymania
si¢ kredy.

Czas trwania hamowania wynosi

t = "

Przyspieszenie kredy a, wzgledem transportera obliczamy z zaleznoS$ci

ma; =ma-—T,
wyrazajacej Il zasade Newtona w ukladzie nieinercjalnym zwigzanym z trans-
porterem. T oznacza warto$¢ sity tarcia rowng fmg. Wspotezynnik tarcia f wy-
znaczylis$my juz wcze$niej. Zatem mozemy napisac
ma; = ma — fmg,
2

v
yq=a-—.
1 2s
Droga przebyta przez krede podczas hamowania transportera wynosi (wzgle-
1_.2 .1 v? |02
dem transportera) =a,t¢, czyli =| a—— |—.
p ) Sl ey 2( ZSJaZ

W chwili zatrzymania si¢ transportera predkos$¢ kredy wzgledem transportera

wynosi
2
v =at =| a—=— |Y.
1 111 ( Zsja

Opodznienie kredy po zatrzymaniu si¢ transportera wynosi

2
aZ:T/m:fg:%.
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Czas trwania ruchu opdznionego kredy jest rowny

t, =:—:=(2as/v2—1)§.

W czasie tego ruchu kreda przebywa droge %aztzz,

2
. 1 v2( 2as v2
(o4 || — | =1 =.
y 2 25( 2 ) 22

Dhugos¢ smugi zastawianej przez krede na transporterze jest zatem rowna

1 v2 \v? 1 0%( 2as 2v2
% 2( Zsja2+2 25(1,2 j aZ’

[a_22)s
Sl_(a Zsja'

S = 2,5m.

czyli

Liczbowo

W zadaniach takich bardzo tatwo jest popetic¢ gruby btad zwiazany z pra-
wem zachowania energii. Wyjasnijmy doktadniej, o co chodzi. Wezmy pod
uwage sytuacje, gdy krede kladziemy na transporter. Na pierwszy rzut oka mo-
globy si¢ wydawac, ze w celu wyznaczenia dtugo$ci smugi S zakreslonej przez
krede, mozna skorzysta¢ z rozwazan energetycznych w uktadzie nieruchomym
wzgledem, powiedzmy, podtogi. W ukladzie tym transporter porusza si¢
z predkoscia v. Mozna by sadzi¢, ze catkowita energia mechaniczna kredy tuz
przed potozeniem na transporter (rowna zeru) powinna by¢ réwna sumie pracy
sit tarcia podczas kreslenia smugi (= fmgs) i koncowej catkowitej energii kine-

tycznej kredy (z %mvz) :

0= fmgs+%mv2.

Otéz rownanie to nie moze by¢ prawdziwe. Po lewej stronie mamy zero,
a po prawej wielko§¢ dodatnig! Rzecz w tym, ze w rozwazaniach powyzszych
nie uwzgledniliSmy pracy silnikow zapewniajacych rownomierne przesuwanie
si¢ pasa transportera niezaleznie od tego, co si¢ dzieje z kreda. To wlasnie kosz-
tem pracy silnikéw kreda wykonuje pracg podczas przesuwania si¢ po transpor-
terze i kosztem pracy silnikéw nabywa ona energii kinetycznej.

Klopotow powyzszych oczywiScie nie mamy prowadzac rozwazania
w uktadzie zwigzanym z jednostajnie przesuwajacym si¢ pasem transportera.
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Widma absorpcyjne
barwnika czerwonej kapusty

Jerzy Ginter
Uniwersytet Warszawski

Dobrze wiemy, ze w chemii do badania pH wykorzystuje si¢ barwniki, ktore
majg inny kolor w roztworze kwasnym, a inny w zasadowym. Najbardziej zna-
ny jest chyba otrzymywany z porostow lakmus — ,,papierek lakmusowy” stat si¢
zwrotem przystowiowym. Podobne wiasciwosci ma tez barwnik kapusty, ktora
warszawiacy nazywaja czerwona, a poznaniacy i Slazacy modra. Stad propozy-
cja interdyscyplinarnego doswiadczenia: zbadania widm absorpcyjnych tego
barwnika.

Na marginesie warto zauwazy¢, ze badanie takich widm stanowi standardo-
wg metode, stosowang zarowno przez chemikow, jak i biologow.

Aparatura

Do doswiadczenia potrzebne sa: siatka dyfrakcyjna 500 rys/mm, lampa stojaca
z matowg zarowka ,tradycyjna” (z wtoknem wolframowym), stot, stotek, dwie
klamerki do bielizny, nieprzezroczysty karton (najlepiej czarny) lub tektura
0 wymiarach okoto 20 cm x 40 cm, gruba folia aluminiowa (do pakowania
kwiatow) 5 cm x 5 cm, ostry noz, tasma klejaca, 4 szklanki, wsporniki i pod-
ktadki (na przyktad ksigzki), czerwona kapusta, ocet, soda, stalowa tyzka, pal-
nik gazowy (kuchenny). Moze si¢ takze przyda¢ aparat fotograficzny (np.
w telefonie komoérkowym).

Uklad optyczny

1. Zrob z czarnego kartonu nieprzezroczystg przestone ze szczeling, tak jak to
przedstawia rysunek 1. Szczeling mozna wykonaé bezposrednio w kartonie.
Zwykle nie jest ona najlepsza, bo ma postrzgpione brzegi. Dlatego lepiej
zrobi¢ w kartonie nieco wigkszy otwor (np. 3 cm x 3 cm) i przyklei¢ do nie-
go szczeling nacigta nozem (rowno od linijki!) w kawatku folii aluminiowe;.
Wysokos¢ szczeliny powinna wynosi¢ okoto 2 ¢cm, a szerokos¢ okoto 1 mm.
Widma absorpcyjne, ktore bedziemy badaé, sa dos¢ szerokie, szczelina nie
musi by¢ bardzo waska. Zalezy nam bardziej na tym, aby widma byly jasne.

2. Ustaw pionowo przestone w odleglosci okoto 10 ¢cm od krawedzi stotu
(rys. 1). Mozesz podeprzec¢ ja np. ksigzkami.

3. Po drugiej stronie stotu ustaw pionowo siatke dyfrakcyjng. Jako wspornikow
mozesz uzy¢ dwoch klamerek do bielizny, tak jak to przedstawia rys. 2.

4. Za szczeling umie$¢ lampe z zarowka. Obejrzyj okiem przez siatke dyfrak-
cyjng widmo zarowki.
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przestona

zarowka

Rys. 1. Uktad do$wiadczalny

www.zamkor.pl | gigtka
dyfrakcyjna

Ciecze do badania

1. Ugotuj w wodzie kilka liSci czerwonej kapusty. Nalezy uzyska¢ okoto
600 ml roztworu barwnika. Roztwor nie powinien by¢ zbyt nasycony, zeby
nie zaabsorbowat calego promieniowania zarowki. Roztwor wlej do trzech
szklanek (kolorowa fot. 1 na oktadce).

2. Jedng szklanke pozostaw bez zmian. To bedzie barwnik kapusty w roztwo-

rze w przyblizeniu obojetnym.

Do drugiej szklanki dolej octu. To bedzie barwnik w srodowisku kwasnym.

4. W trzeciej szklance bedzie barwnik w $rodowisku zasadowym. Aby ten roz-
twor przygotowac, nabierz na tyzke niewielkg ilo$¢ sody (¢wier¢ tyzeczki)
i wypraz ja nad palnikiem gazowym. Wyprazong sode wsyp do szklanki.

Uwaga. Soda jest wodoroweglanem sodu NaHCOj3;. Wyprazajac ja uzyskujemy

weglan sodu:

.

2NaHC03 —> Na2C03 + C02 + Hzo

Nie dodawaj do roztworu wodorotlenku sodu NaOH (np. Kreta do przetykania
rur kanalizacyjnych), bo pod jego wptywem barwnik czerwonej kapusty si¢
rozktada.

5. Do czwartej szklanki nalej czystej wody.



66 FoToN 117, Lato 2012

Obserwacje

1. Umies¢ po kolei przed szczeling szklankg z czysta woda, a potem trzy
szklanki z barwnikiem.

2. Obejrzyj uzyskane widma absorpcyjne.

3. Wykonaj dodatkowo — po kolei i bez zmiany ustawienia aparatu fotograficz-
nego — zdjecia widm $wiatla zarowki, przechodzacego przez wszystkie czte-
ry szklanki. Przenie$ je do komputera, wytnij za pomoca programu graficz-
nego, umies¢ jedno nad drugim i porownaj (kolorowa fot. 2 na oktadce).

Inne propozycje

Kiedy juz mamy odpowiednia aparature, mozemy przebada¢ widma absorpcyj-
ne innych barwnikow organicznych. Proponuje: chlorofil (barwnik E140, zupa
szczawiowa), betaning (E162, barszcz) i karoten (E160, sok z marchewki).

Kolorowe zdjecia do tego artykutlu wykonat aparatem komérkowym pan Adrian
Kurkowski, stuchacz Studium Podyplomowego dla Nauczycieli na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego.
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Studenci poszukiwani

Osrodki z koherencja kwantowa
— nowe wlasciwo$ci 1 zastosowania

Wojciech Gawlik
Instytut Fizyki UJ

Zespot prof. Wojciecha Gawlika w Zaktadzie Fotoniki Instytutu Fizyki Uniwer-
sytetu Jagiellonskiego wytoni w drodze konkursu trzech studentow zaintere-
sowanych pracg doswiadczalng nad o$rodkami z koherencjami kwantowymi
w ultrazimnych atomach.

W ramach projektu finansowanego przez Fundacje na Rzecz Nauki Polskiej
przewidziany jest udzial w eksperymentach z ultrazimnymi atomami rubidu
W optycznej putapce dipolowej, krysztalami diamentu z centrami barwnymi
oraz pomiarami ultrastabych pél magnetycznych. W dalszej kolejnosci przewi-
dziane s3 badania zjawisk magnetooptycznych w ukladach zimnych atoméw
oraz w kondensatach Bosego-Einsteina i do$§wiadczenia z zakresu inzynierii
stanow kwantowych.

Zatrudnienie obejmie okres 1.09.2012-31.08.2013 i bedzie zwigzane z wy-
plata stypendium w wysokosci 1000 zl/miesiac.

Kandydaci powinni:

1. By¢ studentami II stopnia fizyki, zaawansowanych materiatow i nano-

technologii lub pokrewnych dyscyplin.
2. Wykazywac zainteresowanie praca eksperymentalng zwlaszcza w zakre-
sie fizyki atomowej i molekularnej, optyki, fotoniki i elektroniki.

3. Posiada¢ dobrag znajomos¢ jezyka angielskiego.

Wymagane dokumenty:

1. Zyciorys.

2. Kopie pracy licencjackiej (jesli byta wykonana).

3. Oceny egzaminow i zaliczen.

4. Opis dotychczasowej pracy naukowej (publikacje, praktyki, staze itp.).

Zgloszenia do 22.06.2012 na adres gawlik@uj.edu.pl z zaznaczeniem tematu
»TEAM application”. Rozmowy kwalifikacyjne sg planowane w okresie
25-29.06.2012. Wigcej informacji: http://www.if.uj.edu.pl/team

Projekt wspoétfinansowany przez Uni¢ Europejska z Europejskiego Funduszu
Rozwoju Regionalnego.

Z@ INNOWACYJNA GOSPODARKA EROREIoH SUNDUer

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI ROZWOJU REGIONALNEGO
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4 medale na ICYS 2012 w Holandii

Urszula Woznikowska-Bezak

Grupa Tworcza Quark Pracowni Fizyki Patacu Mtodziezy w Katowicach po raz
kolejny reprezentowata Polsk¢ podczas XIX Migdzynarodowej Konferencji
Mtodych Naukowcow (19™ International Conference of Young Scientists), kt6-
ra odbyta si¢ w dniach 16-23 kwietnia 2012 w Nijmegen na Uniwersytecie
Radboud (Holandia). W 2010 roku naukowcy z tej wlasnie uczelni otrzymali
Nagrode Nobla w dziedzinie fizyki za badania zwigzane z grafenem. Wszyscy
uczestnicy konferencji sg laureatami ogolnopolskich konkurséw organizowa-
nych przez Pracowni¢ Fizyki Palacu Mtodziezy w Katowicach i cztonkami
Grupy Tworczej Quark, ktora co roku reprezentuje Polske na wielu zawodach
w kraju i za granica.

W tegorocznej konferencji udziat wzieto okoto 200 uczestnikow z 22 pan-
stw: Holandii, Niemiec, Czech, Biatorusi, Ukrainy, Litwy, Indonezji, Rumunii,
Brazylii, Chorwacji, Tajlandii, Wegier, Tajwanu, Chin, Malezji, Korei, Gruzji,
Serbii, Iranu, Rosji, Turcji oraz Polski. Cztonkami jury byli naukowcy, nauczy-
ciele, przedstawiciele wszystkich panstw. Zawody odbyly sie w kategoriach:
fizyka teoretyczna, fizyka eksperymentalna, ekologia, biofizyka, matematyka
i informatyka.

Polscy uczestnicy zdobyli nastepujgce medale i wyrdznienia:
Kategoria: Fizyka

srebrny medal — Mariusz Nowak — ,,Solitony”

srebrny medal - Filip Maska — ,,Materialy sypkie a grawitacja”

Kategoria: Fizyka stosowana

srebrny medal — Tomasz Tokarski — ,,Balon- zbiornik energii’
brazowy medal — Lukasz Perenc — ,,Uciekajace koraliki”

Wypowiedzi laureatow:

Mariusz Nowak — medal srebrny —VI1I LO w Katowicach — ,,Solitony”

Solitonami zainteresowatem sie rok temu, gdy przygotowywatem na ICYS w Moskwie
prace o akustyce pocieranych ,,$piewajacych” mis. Solitony to specyficzne nieliniowe
fale, ktore poruszajg si¢ nie zmieniajac swojego ksztattu, a takze wykazuja pewne wia-
snosci czastek materialnych. Do badan solitonow podszedtem na dwa sposoby — mate-
matyczny (praca na Ogolnopolski Sejmik Matematykow) i eksperymentalny, duzo bar-
dziej ztozony. W ramach projektu na ICYS zbudowatem dwie falownice dla solitonow
(liniowa i kotowa), ktore wykorzystalem do wykonania zaplanowanych eksperymen-
tow. Na koniec napisatem program modelujacy solitony mechaniczne w falownicy.
Ciekawymi wlasciwo$ciami solitonow typu ,.kink”, ktore badatem, sa m.in. zachowanie
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podobne do czastki relatywistycznej (predkoscig ograniczong dla solitonow w falowni-
cy jest predkos¢ rozchodzenia si¢ w niej fal liniowych), a takze wystgpowanie ,,antycza-
stek” dla solitonow. Nowosciami w mojej pracy sa nieopisywane w znanej mi literaturze
ulepszenie falownicy liniowej, ktore umozliwito mi badanie solitonéw w studniach poten-
cjalu, jak rowniez konstrukcja zupetnie nowej falownicy kotowej. Dla wspotczesnej nauki
bardzo wazna jest fizyka mielinowa, w ktorej istotng role¢ odgrywaja solitony.

Filip Maska — medal srebrny — Il LO im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu — ,,Materiaty
sypkie a grawitacja”

Celem pracy jest badanie zaleznosci szybkosci przesypywania si¢ piasku w klepsydrze
od warto$ci natgzenia pola grawitacyjnego. Dane te moga okazaé si¢ przydatne w pro-
cesie wydobycia i sktadowania materiatéw sypkich na obszarach pozaziemskich. Uktad
eksperymentalny sktada si¢ z wlasnorecznie wykonanej wird6wki umozliwiajacej symu-
lacj¢ roznorodnych wartosci przyspieszenia grawitacyjnego. Doswiadczenie pozwolito
potwierdzi¢ zatozenia modelu teoretycznego, wedtug ktorego szybkos¢ przesypu mate-
riatu sypkiego przez otwor klepsydry jest wprost proporcjonalna do pierwiastka kwa-
dratowego z g.

Tomasz Tokarski — medal srebrny — I LO Bytom — ,,Balon — zbiornik energii”

Balony to zabawki, ktorymi bawit si¢ pewnie kazdy nie tylko w dziecinstwie. Jednak czy
kiedykolwiek zastanawiale$ si¢ nad tym, ile kryje si¢ za tym fizyki. Balony okazuja si¢
bardzo dobrymi zbiornikami energii. Mozna ja w nich magazynowaé poprzez skrecanie
balonéw lub tradycyjne pompowanie balonéw powietrzem. Aby porownaé te dwie meto-
dy zbudowatem dwa pojazdy napgdzane balonami. Po przeprowadzeniu licznych ekspe-
rymentow doszedtem do wniosku, ze lepsza metoda jest gromadzenie spr¢zonego powie-
trza. Optymalizacja tej metody poprzez m.in. umieszczenie balonu pod woda sprawito,
iz taka metoda gromadzenia energii moze znalez¢ zastosowanie w przysztoscei.

Lukasz Perenc — medal brazowy — IV LO Sosnowiec — ,,Uciekajace koraliki”

Wielu z nas w dziecinstwie bawito si¢ tancuchem $wiatecznych korali. Gdy wyciagneli-
$my odpowiednio dtugi fragment tancucha z naczynia, koraliki zaczynaty przyspieszac,
robiac przy tym wiele hatasu. Jednakze, czy zauwazyliscie, ze koraliki czasami odrywa-
ja sie od $cianki naczynia? Fenomenem koralikow wydostajacych si¢ z naczynia, zain-
teresowatem si¢ po pokazie Leonida Markovicha w Patacu Mtodziezy w Katowicach.
Postanowilem zbada¢ ten problem eksperymentalnie. Zjawisko to okazato si¢ bardzo
ztozone. Udato mi si¢ doj§¢ do wniosku, ze za ,,podskoki” koralikow odpowiada sita
odsrodkowa. Zbadatem rowniez efektywny wspotczynnik tarcia koralikow o szklanke
i opisatem wszystkie zaleznosci wzorami.

Agnieszka Seweryn — IV LO im. Orlagt Lwowskich w Gliwicach — ,,Mini chlodziarka
Peltiera”

Celem mojej pracy jest stworzenie wielofunkcyjnego urzadzenia, ktore dzieki swojej
mobilnoéci moze by¢ znacznym wlatwieniem kazdej podrozy. Laczy ona w sobie funk-
cjonalnos¢ chlodziarki, suszarki do wlosow i suszarki do paznokci. W tym celu wyko-
rzystatam element chtodzacy w postaci Modutu Peltiera i specjalnie zoptymalizowanej
komory chlodzenia. Oprocz podstawowych zastosowan, uktad doswiadczalny moze by¢
tez wykorzystany jako elektroniczny kalorymetr z doktadnym pomiarem temperatury za
pomocg trzech sensorow DS18B20.
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Eliza Basiniska — |11 LO im. A. Mickiewicza w Katowicach — ,,Granularny rozbryzg”
Po zrzuceniu stalowej kuli na podtoze w postaci luznego piasku, nastgpuje rozbryzg,
a nastgpnie do gory wystrzeliwuje kolumna piasku. W mojej pracy wyjasnitam przyczyny
zjawiska opierajac si¢ na prawach fizycznych i modelu matematycznym. Odtworzytam
rowniez caly przebieg eksperymentu. Ponadto zbadalam, jak gleboko$¢ zanurzenia sig
kuli w piasek zalezy od napowietrzenia piasku i wysokosci, z ktorej zostata zrzucona kula.
Wykazatam, ze wyniki moich badan prawie idealnie pokrywaja si¢ z teorig.

Pawel Promny — VIII LO w Katowicach — , Efekt magnetokaloryczny”

Tematem mojej pracy badawczej jest efekt magnetokaloryczny, polega on na tym, ze
temperatura paramagnetykow rosnie, gdy poddamy je wplywowi pola magnetycznego.
Podstawy teoretyczne tego ciekawego efektu bazuja na zmianach entropi. Przeprowa-
dzilem serie doswiadczen, w ktorych badalem wptyw réznych parametrow na wartosé
przyrostu temperatury oraz w bardzo doktadny sposéb wyznaczylem temperaturg Curie
gadolinu, ktérego uzywatem do badan. Wykonatem takze pomiary z uzyciem kamery
termowizyjnej. Wykonanie tej pracy badawczej przyniosto mi wiele nowych do$wiad-
czen i pomoglo lepiej zrozumie¢ pewne zjawiska z dziatu magnetyzmu.

Katarzyna Trzaska — II LO im. S. Wyspianskiego w Kwidzynie — ,,Badania nad okre-
sem drgan wahadta fizycznego”

Celem mojej pracy bylo obliczenie zredukowanej dlugosci dla mojego wahadta oraz
udowodnienie, ze jesli nakleimy dodatkowa mas¢ w miejscu osi obrotu, to okres drgan
bedzie taki sam jak bez tej masy. Gdy mase nakleimy w innych miejscach, okres drgan
zmieni si¢. Dokladnie zbadatam to zjawisko, a moje eksperymenty pokryly si¢ z mode-
lem teoretycznym.

Opickunami naukowymi Grupy Tworczej Quark sa prof. dr hab. Wiadystaw
Borgiet z Uniwersytetu Slgskiego w Katowicach, dr Joachim Gmyrek z Poli-
techniki Slaskiej oraz prof. dr hab. Maciej Maska z Uniwersytetu Slaskiego.

Opiekunami Polskiej Reprezentacji byli: Urszula Woznikowska-Bezak — fizyk,
cztonek zarzadu Miedzynarodowej Konferencji Mtodych Naukowcéw oraz
Prezes Stowarzyszenia z Naukg w Przyszto$¢ Jakub Polewka, student Politech-
niki Warszawskiej, wieloletni cztonek Grupy Tworczej Quark Patacu Mtodzie-
zy w Katowicach. Grupie towarzyszyt prof. dr hab. Maciej Kolwas, Prezydent
Europejskiego Towarzystwa Fizycznego.

W czasie konferencji organizatorzy zapewnili nam mnostwo atrakcji, migdzy
innymi: wizyte w ogromnym Burger’s ZOO, zwiedzanie Nijmegen, kolacj¢ na
ekskluzywnej todzi ptynacej z Arnhem do Nijmengen, pokazano nam ekspery-
menty zwigzane z genetyka na Uniwersytecie Radboud. Odbyto si¢ wiele inte-
resujacych wyktadow zwigzanych z r6znymi dziedzinami nauki.

Serdecznie dzickujemy za wsparcie organizacyjne Katowickiemu Holdingowi
Weglowemu, Miejskiemu Przedsiebiorstwu Gospodarki Komunalnej w Kato-
wicach, Ministerstwu Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, Wojewodzkiemu Fundu-
szowi Ochrony Srodowiska i Gospodarki Wodnej w Katowicach.
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Lew D. Landau w filatelistyce

Jerzy Bartke
Instytut Fizyki Jgdrowej PAN w Krakowie

W 1983 roku, w 75. rocznice urodzin Landaua, poczta ZSRR wydata kopertg-
-calostke z podobizng uczonego. Na znaku optaty (5 kop.) umieszczono dia-
gram fazowy i okolicznosciowy napis.

W 2008 roku, w 100. rocznicg urodzin Landaua, poczta Rosji wydala zna-
czek o nominale 6 rubli z jego podobizng.

Reprodukujemy obie pozycje.

Axazennx
A JL ARHIAY o 1908—1968

Ao NAHOAY

Lew D. Landau byl wraz z Jewgienijem M. Lifszycem wspotautorem mo-
numentalnego wielotomowego dzieta pt. Kurs fizyki teoretycznej, na ktorym
wyksztatcity si¢ pokolenia fizykow w wielu krajach.
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