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Numeryczny opis zjawiska zaniku

Jerzy Ginter
Wydziat Fizyki UW

Postawienie problemu

W wielu zagadnieniach z réznych dzialow fizyki spotykamy sie z nastepujacym
problemem: zmiany w czasie t pewnej wielkosci W, sg proporcjonalne ze zna-
kiem minus do samej tej wielkosci. Mozemy to sformutowac nastepujaco — nie
dbajac na razie o precyzje. Przypusémy, ze uptynat dostatecznie krotki przedziat
czasu At. Wielko$¢ W zmienita sie o mate AW. Zapiszemy to:

AW _ _
AL W 1)

gdzie c jest stata, charakterystyczng dla omawianego procesu.
Przypomnijmy kilka og6lnie znanych przyktadow.

Przyklad 1
Ruch ciata o masie m pod wptywem sity FL —bv m >
oporu, proporcjonalnej do predkosci v < —_—
(rys. 1):
F =—bo, 2
gdzie b jest stata. Rownanie ruchu ma po- Rys. 1. Sita oporu
stac:
F =ma. (€))
Przyspieszenie a to w przyblizeniu:
- Av
a= v (4)
Zbierajac wzory (2)—(4) otrzymujemy:
—by = mAv
bv=m AL (5)
DostaliSmy wigc rownanie o postaci 1:
A __b
AT mY ©)

Przyklad 2

Roztadowanie kondensatora o pojemnosci C przez opoér R (rys. 2). Dla takiego
obwodu napigcie na kondensatorze jest rowne
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Ve =g m el
—_C R ll
gdzie Q oznacza tadunek. Napiccie to jest rowne -0
napigciu na oporze, czyli RI:
Rys. 2. Obwéd RC
V.= RI ©) ys. £ owe
Przypomnijmy, ze
__AQ
l=-— 9)

Znak minus bierze si¢ stad, ze natezenie pradu w obwodzie jest dodatnie,
kiedy Q na kondensatorze maleje.
Z wzorow (7)—(9) wynika roéwnanie:

Q_ rAQ

C R At (10)
czyli

AQ__ 1

At RCT’ (11)
Przyklad 3

Rozpad promieniotwérczy. Prawdopodobienstwo rozpadu jadra nietrwatego
pierwiastka jest stale. Oznaczmy liczbe jader symbolem N. W ciagu krotkiego
czasu At liczba jader zmienia sig¢ o

AN =— ANAt. (12)

Wielko$¢ A nazywamy statg rozpadu. Z (12) wynika
AN _ _
AL AN. (13)
To tylko pare przyktadow.

Dla rozpadu promieniotwdrczego wprowadza si¢ jeszcze jedng statg charaktery-
styczng: okres potowicznego zaniku Tyj,. Jest to czas, w ktorym liczba jader N
maleje dwukrotnie.

Rozwigzanie $ciste

Jezeli znamy rachunek rézniczkowy, rozumujemy nastepujaco: przechodzimy
we wzorze (1) do granicy dla At — 0. Wtedy po lewej pojawi si¢ pochodna
W(t), wzieta w chwili t, a po prawej samo W(t), wziete w chwili t:

dw(t)

g - —aw (t) (124)



FoTon 128, Wiosna 2015 29

Mamy wigc do czynienia z rdwnaniem rozniczkowym, ktére omawia si¢
W elementarnym kursie analizy matematycznej. Wiadomo, ze rozwigzanie tego
rownania ma postac (co tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie):

W(t) =We ™, (15)
gdzie W, okresla poczatkowg warto$¢ wielkosci W.
Mozemy wigc nazwaé (14) rownaniem zaniku wykladniczego.

Korzystajac ze wzoru (15) mozna od razu obliczy¢ czas Ty, po ktorym wartosé
wielkosci W(t) maleje dwukrotnie:

W(TJJZ) — _p-aly; — l — a-In2
w, em=s=¢ (16)
0,69315
Ty, = —'212 T (17)

Wroécimy do tej sprawy w koncowej czesci artykutu.

Opis numeryczny 1
Co jednak zrobi¢, jezeli nasi uczniowie czy stuchacze nie znajg analizy matema-
tycznej? Wtedy problem mozna rozwiaza¢ w sposob przyblizony, postugujac
si¢ prostym rachunkiem numerycznym.

W opisie numerycznym rozumujemy nastepujaco: przyjmujemy na osi czasu
siatke punktow t, odleglych o At. Oznacza to:

t. =nAt, (18)
At=t ., —t, . (19)

Przedzial czasu At powinien by¢ dostatecznie krotki, aby w trakcie jego
trwania nastgpita mata zmiana wielkosci W:

AW =W,,, —-W, . (20)
To wyrazenie podstawimy po lewej stronie wzoru (1).

Co jednak podstawi¢ po stronie prawej? Najprosciej powiedzie¢: W czasie At
wielkos¢ W mato si¢ zmienia. W miejsce W podstawmy wiec jego wielko$¢
z poczatku przedziatu, czyli W,. Dostaniemy wtedy rownanie:

Wn+1 _Wn _

N cW,. (21)

Obliczmy stad Wh4:
W, ,, —W, = —CAtW, (22)
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W,,, = (I-cAt)Ww,. (23)
Wyrazenie to moze by¢ podstawa rachunku numerycznego:
W, = (1-CcAt)W, (24)
W, =(1 —cAt)W, = (1—cAt)(1—cAt)W, =W, = (1—cAt)*W (25)
W, = (1—-CcAt)"W,. (26)

Wiyniki obliczen dla ¢ = 1 i At = 0,1 przedstawiono na rys. 3. Nasze oblicze-
nia numeryczne za pomoca programu Excel (Rozpad ) daja spadek nieco zbyt
szybki. Nie powinno nas to dziwi¢, bo we wzorze (21) wzigliSmy wielkos¢ W,
z poczatku przedziatu, czyli nieco za duzg.

wa !
W 0,8

0,6
0,4 -

0,2

0
0 0,5 1 1,5 2 2.5
t, = nAt

Rys. 3. Wynik obliczen numerycznych 1

Dyskusja

Przedyskutujmy uzyskany wynik.

1. Po pierwsze — wykazalismy, ze W(t) jest zaleznoscia wykladniczg. Jest to
funkcja malejaca, bo dla matych wartosci iloczynu CAt zawarto$¢ nawiasu
we wzorze (26) jest liczba dodatnig, mniejsza od jednos$ci. Jest to wniosek
jakos$ciowy, zgodny ze wzorem (15).

2. Mozemy takze zastanowi¢ si¢, jak dobry jest ilo§ciowy opis naszego pro-
blemu. Sciste wyrazenie (15) dla czasow t, = NAt przyjmuje warto$ci:

W, =W (t,) =Woe e =W, (e=*)". (27)

W wersji internetowe;j.


http://www.foton.if.uj.edu.pl/documents/12579485/8c4c3126-c6d1-48ac-a733-43d4e82fa90d
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Porownujgc wzory (26) i (27), mozemy wigc zapytaé, kiedy 1 — c At dobrze
przybliza §cista warto$¢ e °“? Mozna to wywnioskowaé z ponizszej tabeli
i rys. 4. Przy okazji zauwazmy, ze rozklad funkcji €™ na szereg Taylora ma
postaé

2 3
e*le—x+x7—%+... (28)
Przyblizenia funkcji e
1-x/2 —X
X 1-x 1+x/2 ¢
0 1 1 1
0,1 0,9 0,90476 0,90484
0,2 0,8 0,81818 0,81873
0,3 0,7 0,73913 0,74082
04 0,6 0,66667 0,67032
0,5 0,5 0,6 0,60653
0,6 0,4 0,53846 0,54881
0,7 0,3 0,48148 0,49659
0,8 0,2 0,42857 0,44933
0,9 0,1 0,37931 0,40657
1 0 0,33333 0,36788
1
0,9 1
0.8
0,7 1
0,6
0,5 |
0,4 - i
0,3 - \ 1—;)(
0,2 e 1+1x
0,1 - A N
0 ‘ | ‘ Nol—x

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
o Lol
Rys. 4. Porownanie funkgji: €7, —3— i1-X
z
Zatem nasze obliczenia sg rownowazne przyblizeniu €™ z dokladno$cig do

pierwszego wyrazu rozwinigcia. Wynika stad dalej, ze jezeli chee si¢ uzyskac
dobry opis ilosciowy, nalezy tak dobra¢ At, aby CAt bylo mate.
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Opis numeryczny 2

Znacznie lepsza doktadnos$¢ obliczen mozna uzyskac, jezeli uzyje si¢ pewnego
triku: za W po prawej stronie rownania (1) wstawiamy $rednig arytmetyczng W,
i w zasadzie jeszcze nieznane Wy,

w oo Woa ¥ Wy (29)
2
Roéwnanie (1) przybiera wtedy postac:
Wn+l W _ Wn+1 +Wn
Al c 5 . (30)
Przeksztal¢my je:
n+l _Wn = _CTAthﬂ _CTAt n (31)
W, (1+4cAt) =W, (1-1cAt) (32)
.y 1—3CAt

Wn+1_ n1+%CAt. (33)

Rozumujac podobnie jak w poprzednim paragrafie znajdziemy wyrazenie na W

o [(1-tcAtY
Wo =Wo (1+ cAtj (34)
Dyskusja
PrzedyskutUJ my uzyskany wynik.
. Po pierwsze — ponownie stwierdzamy, ze W(t) jest zaleznoscig wykladniczg.
Jest to funkcja malejgca, bo dla matych wartosci iloczynu CAt warto$¢ na-
wiasu we wzorze (34) jest liczbg dodatnig, mniejszg od jednosci.
2. Po drugie — stosujac wzor (34) mozna tatwiej uzyskaé dobry ilosciowy opis
zjawisk, niz za pomocg wzoru (26). Funkcja

f(x)=

1+ X (35)
jest lepszym przyblizeniem e niz 1 — X. Przedstawia to tabela i rys. 4.

Przyblizenie to staje si¢ zrozumiate, jezeli bierze sie pod uwage rozktady
funkcji na szeregi potegowe:

xo_1_ X2_X3
ex=1 x+—2 5 + (36)
Jl-ax . X2 X3

f(x)_1+%x_1 Xob o= s (37)
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Trzy pierwsze wyrazy szeregéw sg jednakowe, roznica pojawia si¢ dopiero przy
- U3
czlonie X”.

Przyklad

Zastosujmy powyzsze rozwazania do rozpadu promieniotworczego, opisanego
wzorem (5). Wzor (13) ma dla drugiego opisu numerycznego postac¢ (zmodyfi-
kowany wzor (30)):

Nn+1 — Nn _ Nn+1 + Nn
A A > . (38)
Odpowiada mu rozwigzanie (wzor 36):
N, (1-iiat)’
N, _(1+§/1Atj ' (39)

Rysunek 5 przedstawia wyniki obliczen dla dowolnie wybranego At=0,15S
i trzech wartosci statej rozpadu A rownych 0,5, 11 2.

1
N0
No
0,5
\l » 0,5
=1
0 A=2
0 0,5 1 1,5 2

t=n-At

Rys. 5. Zalezno$¢ liczby jader od czasu dla trzech wartosci statej rozpadu 1

1. W fizyce jadrowej okresem polowicznego zaniku T;, nazywamy czas, po
ktoérym liczba rozpadajacych si¢ jader N spada do polowy.

a. Zauwazamy, ze dla A réwnych 0,5, 1 1 2 czasy potowicznego zaniku

W przyblizeniu s3 rowne odpowiednio 1,4 s; 0,7 s i 0,35 s. Obliczenia
numeryczne zawarte sg w excelowskim pliku Rozpad.
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b. Na tej podstawie wnioskujemy, ze okres potowicznego zaniku jest od-
wrotnie proporcjonalny do stalej rozpadu 4. Zachodzi przyblizona zalez-

nos¢ (poréwnaj wzor (17); ¢ trzeba zmieni¢ na A):
T, ~2ls. (40)
2. Aby doktadniej wyznaczy¢ warto$¢ licznika we wzorze (25) warto w obli-
czeniach dziesig¢ciokrotnie zmniejszy¢ At — do 0,01 s —i sporzadzi¢ dlai =1
wykres zaleznosci N/No od czasu dla takich t, dla ktorych N/N, jest bliskie
0,5. Przedstawia to rys. 6. Dla A = 1 warto$¢ Ty, =~ 0,693 (poréwnaj wzor 7).
Wida¢, ze nasze proste obliczenia numeryczne pozwolity uzyska¢ zupetnie

dobrg doktadnos$¢ ilosciows.

0,51

N |
No

0,5

0,49 |
0,68 0,69 0,7 t 0,71

Rys. 6. Doktadniejsze wyznaczanie okresu potowicznego zaniku



