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Fizyka w matematyce
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Instytut Fizyki PAN, Warszawa

Wstep

Rola matematyki w fizyce jest powszechnie znana i nie ma potrzeby, by o niej
wspomina¢ w oddzielnym artykule. Jest to bowiem codziennos¢. Bywaja
jednak sytuacje, gdy fizyka przychodzi z pomoca matematyce w rozwiazywaniu
niektorych, wcale nietatwych probleméw. W artykule tym podamy jeden z ta-
kich przyktadow. Rzecz bedzie dotyczyla rozkladu prostokata na kwadraty,
a w szczegblnosci na rozne kwadraty. Problem ten to jeden z wielu tematow
dotyczacych teorii liczb i kombinatoryki i na pierwszy rzut oka trudno dopa-
trzy¢ sig¢ w nim zwiazkow z fizyka, a w szczegdlnosci z... prawami Kirchhoffa.
Ale zwiazek taki istnieje i przedstawimy go tutaj.

Prawa Kirchhoffa w uproszczeniu

Prawa Kirchhoffa dla obwodow pradu statego bez wewnetrznych sit elektromo-
torycznych dobrze znamy i nie jest naszym celem powielanie tu wiadomosci
podrecznikowych. Bedziemy interesowac si¢ tu tylko uproszczona ich wersja,
gdy wszystkie oporniki w obwodzie maja oporno$¢ rowng jednemu omowi.
Napigcie bedziemy wyraza¢ w woltach, a natezenia w amperach. Krotko mo-
wiac bedziemy stosowac uktad SI. Dzigki temu bedziemy opuszcza¢ jednostki
wszedzie tam, gdzie tylko nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien. Bedzie-
my tez pomija¢ oznaczenia opornikOw na rysunkach przyjmujac milczaco, ze
kazdy odcinek od danego wezta do najblizszego wezta ma opornos¢ rowna jed-
nemu omowi. Kierunki pradow uwazane za dodatnie bedziemy zaznaczac
strzatkami (ujemnej wartosci nat¢zenia pradu bedzie odpowiadat przeptyw pra-
du w kierunku przeciwnym do strzatki). Przy takiej umowie prawa Kirchhoffa
beda brzmialy nastgpujaco:

I prawo: Suma prqdow dochodzqcych do kazdego wezia jest rowna sumie prq-
dow opuszczajqcych ten wezef lub tez nastepujaco: algebraiczna suma prqdow
dochodzqcych do kazdego wezla jest rowna zeru. Przez sumg algebraiczna ro-
zumiemy sume z uwzglednieniem znaku pradow (prady wychodzace traktujemy
jako prady dochodzace, ale o ujemnym natgzeniu). Akurat w przypadku tego
prawa nic si¢ nie zmienito w stosunku do znanego Panstwu sformutowania.

! Z autorem mozna kontaktowaé si¢ za pomoca poczty elektronicznej: gorzk@ifpan.edu.pl
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II prawo: Algebraiczna suma pradow dla kazdego oczka obwodu jest rowna
zeru. Od tradycyjnego sformulowania prawo to rozni si¢ tym, ze z gory
uwzgledniliSmy w nim fakt, ze opor kazdego odcinaka obwodu od wezta do
najblizszego wezta jest rowny jednosci. Oczywiscie przy okreslonym kierunku
obiegu oczka prady ptynace zgodnie z tym obiegiem uwazamy za dodatnie,
a przeciwnie — za ujemne. Oczywiscie mozna to prawo sformulowac i inacze;j:
Algebraiczna suma prqdow wzdiuz dowolnej zorientowanej drogi tqczqcej dwa
wezly jest taka sama.

Pierwszy przyklad

Rozwazmy na poczatek obwod pokazany na rysunku 1, zlozony z dziewigciu
opornikow. Niech prad wpltywa w wezle a, a wyptywa w wezle f. Przyjmijmy
oznaczenia nat¢zen pradoéw takie, jak pokazano na rysunku.

i3

/

Rys. 1

Korzystajac z praw Kirchhoffa mozemy wypisa¢ odpowiednie rownania je wy-
razajace. Mamy:
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Wezel lub oczko Rownanie

b iy —iy—i, =0

c iy —is—i; =0

d iy +is—ig—iy =0
e iy +ig —ig =0
acdba iy +is—i,—i; =0
bdeb iy +ig—i;=0
cfdc i =iy —is=0
dfed iy —ig —ig =0

Jak wida¢, réwnan wyrazajacych prawa Kirchhoffa jest osiem, podczas gdy
nieznanych pradow jest dziewigc¢. Nie powinno nas to jednak dziwic. Jest bo-
wiem oczywiste, ze jezeli iy, i, ..., iy jest uktadem pradow mogacych ptynac
w uktadzie, to takze uktad pradow aiy, o, ..., aiy, gdzie o jest dowolna liczba
tez ma t¢ wlasciwos¢. Mamy wigc mniej rownan niz niewiadomych i musimy
si¢ z tym pogodzi¢. Uznajac jedno z natezen, np. i;, za znane, inne mozemy juz
wyznaczy¢. Rozwiazujac uktad o$miu rownan podany w tabelce dostajemy:

. 6. . 8. . 7. . 4.
I Zgll, l3=E’1» ’4=E’1’ lszglla
1 . _14.. . _3 2

I =20y I, =7—1; Ig ==1;; Ig ==1;.
6 151’7 151’8 51’9 31

Zgodnie z uwaga poczyniong wyzej skorzystajmy z dowolnosci i przyjmij-
my, ze i; = 15. Wtedy otrzymamy rozwiazanie na natg¢zenia pradéw w postaci
wzglednie pierwszych liczb naturalnych:

Zgodnie z Il prawem Kirchhoffa w wersji rozwazanej w tym artykule, ,,na-
piecie” U miedzy weztami a i fnie zalezy od drogi, jaka by si¢ je potaczylo. Dla
rozwazanego uktadu wynosi ono i; +i; +ig =32.

Natomiast z I prawa Kirchhoffa wynika, ze dla dowolnego przekroju obwo-
du linig prostopadla do odcinka taczacego wezly a i f suma natgzen pradow
przeptywajacych przez ten przekrdj musi by¢ taka sama i rowna natezeniu pra-
du wplywajacego, wynoszacego w rozwazanym przypadku / =i, +i, =33.

Moc wydzielana w catym obwodzie jest rowna M = Ul, czyli rowna si¢ polu
prostokata o bokach U oraz I. W naszym przypadku jest to prostokat 32x33. Ale
moc ta jest rowna lacznej mocy wydzielanej na jednostkowych oporach tworza-
cych sie¢, czyli jest rowna sumie natezen wszystkich pradow:
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M =i} +i +if +i7 +i2 +ig +i2 +id +i5.
Latwo sprawdzi¢, ze
32x33=1056 =15+ 18’ + &+ 7" + £ + I’ + 14’ + 9> + 10

Widzimy wigc, ze pole prostokata 32x33 jest rowne tacznemu polu dziewig-
ciu kwadratow o bokach rownych odpowiednio 15, 18, 8, 7, 4, 1, 14, 9, 10. Ale
to nie wszystko. Mogtoby przeciez tak by¢, ze mimo, iz pole prostokata réwna
si¢ tacznemu polu wszystkich kwadratéw, to prostokat nie da si¢ z tych mniej-
szych kwadratow ztozy¢ (bez ich rozcinania na jeszcze mniejsze kawalki). Tak
si¢ jednak sktada, ze obwod elektryczny od razu podaje wskazowki, jak z kwa-
dratéw prostokat ztozy¢.

Przypiszmy kazdemu weztowi pewien poziom. Zacznijmy od wezla a —
rys. 1. Z wezla tego wychodza dwa prady. Zaznaczmy moc na nich wydzielang
za pomoca kwadratow o bokach i; = 15 i i, = 18, dotykajacych gérna krawedzia
tego poziomu. Prad i; dochodzi do wezta b. Zaznaczmy wigc poziom dolnego
boku kwadratu odpowiadajacego temu pradowi przez b. Podobnie, poziom od-
powiadajacy dolnemu bokowi kwadratu odpowiadajacego pradowi i, zaznacz-
my literka c¢. Prad i, rozwidla si¢ na prady i3 = 8 i iy = 7. Narysuyjmy wiec po
lewej stronie kwadraty o bokach 8 i1 7, odpowiadajace tym pradom itd. Postgpu-
jac tak dalej znajdujemy rozklad prostokata 32x33 na kwadraty, pokazany na
rys. 2. Uklad elektryczny, ktory rozwazalismy pozwolil nam nie tylko na wy-
znaczenie bokéw kwadratow sktadowych, ale i na wyznaczenie ich wzajemnego
potozenia w rozktadzie prostokata na kwadraty.

Regula ogdlna
Z przedstawionych tu rozwazan wida¢ pewna ogolna droge postegpowania:

1. Wezmy dowolny ptaski uktad elektryczny zbudowany z oporéw jednost-
kowych i ustalmy, ktérym weztem prad wplywa, a ktérym wyptywa.

2. Znajdzmy natgzenia pradéw w uktadzie (liczba niewiadomych jest oczy-
wiscie rowna liczbie opornikéw tworzacych uktad). Zawsze bedziemy
mieli tu pewna dowolnos¢, gdyz liczba rownan bgdzie mniejsza o jeden
niz liczba niewiadomych (udowodnij to!).

3. Poniewaz roOwnania wyrazajace prawa Kirchhoffa sa liniowe, wigc roz-
wigzania beda wyrazaty si¢ liczbami wymiernymi mnozonymi przez ja-
kas stala. Dobierzmy tg stalg tak, by wszystkie natgzenia wyrazaly si¢
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.

4. Wyznaczmy ,,napigcie”, czyli sumeg natgzen pradow od wezta, przez kto-
ry prad wptywa, do wezla, przez ktory prad wyptywa.

5. Wyznaczmy caltkowite nat¢zenie pradu wptywajacego /.
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6. Ze wzgledu na to, ze catkowita moc pradu wydzielana w uktadzie M =
UI jest rowna sumie mocy wydzielanych na poszczegdlnych opornikach,

mamy:
Ur=M= i

po wszystkich
pradach
Zwiazek ten mowi, ze pole prostokata o bokach U i [ jest rowne sumie
po6l o bokach odpowiadajacych natezeniom pradow.
7. Konkretny rozktad prostokata na kwadraty przeprowadzamy wg opisu
podanego w pierwszym przyktadzie — odpowiada on wykorzystaniu I pra-

wa Kirchhoffa.
- -—-a
15
18
- _ b
7 c
- 8 - -
4 d
— e — 14 ——-e
9 10
- —
Rys. 2

Wykorzystanie obwodow elektrycznych do rozktadu prostokatow na kwa-
draty odkryto bardzo dawno temu, jeszcze w roku 1940. Niestety, praca [1],
cho¢ czasami cytowana wydaje si¢ nie do zdobycia. W znanych mi bibliotekach
jej nie ma. Nie jest tez dostgpna w Internecie. Na podstawie jej objetosci (28
stron druku) mozna wnosi¢, ze dowod regul, ktore tutaj podaliSmy byt dos¢
skomplikowany. Potwierdzaloby to stwierdzenie: ,,Dowodow tych twierdzen nie
podamy, gdyz sq zbyt zlozone”, ktore odnosi si¢ do tego wspomnianych tu regut
w ksiazce [2]. Tymczasem w moim przekonaniu odwotanie si¢ do mocy wy-
dzielanej na jednostkowych opornikach i na catym obwodzie czyni te reguty
zupelnie prostymi, a nawet trywialnymi.

Pewne komplikacje moga si¢ pojawié¢, gdy ktore§ z natgzen pradow okaze
si¢ ujemne. W takim razie mozna uktad przebudowac tak, by w odpowiednigj
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galezi wybra¢ inny kierunek pradu za dodatni i poprzesuwaé wezly tak, by
wszystkie prady ptynety tylko w ,,dot”. Nie bedziemy jednak wchodzi¢ tu
w szczegoty, bo nie sa one zbyt istotne.

Drugi przyklad

k

Rys. 3

Rozktad prostokata na same rézne kwadraty nazywa sig rozktadem doskona-
lym. Jest oczywiste, ze rozklady niedoskonate sa mniej interesujace, wiele
z nich to po prostu rozktady trywialne.

Na poczatku rozpatrzyliSmy uklad ztozony z dziewigciu opornikow. To nie
byl wybdr przypadkowy. Okazuje si¢ bowiem, a Czytelnik moze sam to spraw-
dzi¢, ze dla mniejszej liczby opornikéw wsrdd natezen pradow zawsze znajda
si¢ co najmniej dwa rowne. Tak wigc, nie ma rozktadow doskonatych prostoka-
ta na mniej niz dziewig¢ kwadratow. Jeden z takich rozkladow doskonatych
pokazuje rys. 2. Mozna jednak metoda prob i btedéw przekona¢ sig, ze istnieje
jeszcze jeden rozktad prostokata na dziewi¢é kwadratow, nierownowazny roz-
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ktadowi podanemu wyzej: 6169 = 4209 = 2% + 5% + 7% + 9> + 16 + 25 + 287 +
33% + 36 Sprobuj jednak Czytelniku znalezé go samemu!

27
35
50
8
19
15 17 11
A2 6
° |7 24
29 25 18
16
4
\\
42
33 37
Rys. 4

A czy kwadrat mozna rozcia¢ na same rézne kwadraty o mniejszych bo-
kach? Tak, mozna. Wystarczy rozwazy¢ uktad przedstawiony na rys. 3. Czytel-
nik moze bez trudu przekona¢ sig, ze uktad ten prowadzi do doskonatego roz-
ktadu kwadratu na 21 kwadratow, pokazanego na rys. 4. Okazuje si¢, ze mniej
niz 21 kwadratdow nie wystarczy do rozktadu kwadratu na rézne kwadraty.
Udowodnit to A.W.J. Duijvestijn, ktory potem opublikowat katalog doskona-
tych rozktadow kwadratow o bokach rownych od 21 do 25 [3, 4].

Jest oczywiste, ze majac doskonaty rozktad kwadratu lub prostokata na kwa-
draty, mozna odtworzy¢ uktad elektryczny, ktéry do niego prowadzi. W ,,Kalej-
doskopie Matematycznym” H. Steinhausa [5] podany jest rozktad kwadratu na
24 kwadraty — rys. 5. Sprobujcie narysowaé¢ odpowiadajacy mu uktad elek-
tryczny i wykazac, ze rzeczywiscie odpowiada on temu rozktadowi!
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39
55

81
9] 14

18 20

56

38
30

51

31 29

64

43
33 35

Rys. 5
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