44 FoTton 119, Zima 2012

Razem razniej.
Spontaniczna synchronizacja oscylatorow
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Abstrakt

Ogromna liczba obiektow w przyrodzie funkcjonuje na zasadzie oscylacji. Zakres,
w jakim obserwuje si¢ tego rodzaju zjawiska, rozciagga si¢ od skali mikroskopijnej (zja-
wiska atomowe) do astronomicznej (uktady ciat niebieskich). Pewne przyktady spotyka
si¢ nawet w naukach pozornie tak niematematycznych jak socjologia. Rzadko jednak do
doglebnego poznania dziatania tychze mechanizméw wystarcza analiza zachowania
izolowanego oscylatora — czesto nie sposob poming¢ wplywu wzajemnego odziatywa-
nia elementow uktadu.

Niniejszy artykut koncentruje si¢ na szczegdlnym przypadku spontanicznej (niewy-
muszonej przez czynniki zewngtrzne) synchronizacji zespotu duzej liczby jednakowych
oscylatorow, ktorej matematyczny opis prowadzi do zdumiewajacego i niezwykle waz-
nego wniosku.

1. Wstep

1.1. Zywe oscylatory [1]

Park narodowy Great Smoky Mountains, lezacy na granicy Stanow Tennessee
i Karolina Pétnocna, szczyci sie posiadaniem na swym terenie dziewigtnastu

gatunkow S$wietlikow. W $wietle omawianego zjawiska szczeg6lne miejsce
zajmuje jednak jeden z nich: Photinus carolinus.

Rys. 1. Photinus carolinus [1]

Wyjatkowo$¢ tego niewielkiego owada z rodziny Lampyridae polega na jego
pozornie nieznaczacej wlasciwosci: zaswiecenie si¢ odwloka jednego samca
pobudza do $wiecenia jego sasiadow. Poczatkowo wigc w grupie tysigcy §wie-
tlikow powstaja, w miare aktywizowania si¢ kolejnych osobnikow, skupiska
owadow wysytajacych zsynchronizowane sygnaty Swietlne.
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Rys. 2. R6j $wietlikow [2]

Poniewaz sg to sygnaty przerywane, w stanie wyjsciowym $wiecenie odby-
wa si¢ w sposob nieregularny, kazda z zywych lampek posiada swa wiasng
(nickoniecznie statg) czestos¢. Jednak powstate skupiska rozrastajg sig, az po
pewnym czasie caly roj tworzy zgodng orkiestre Swiatet — jeden z najbardziej
spektakularnych przyktadéw spontanicznej synchronizacji.

1.2. Zegary Huygensa

Jedno z pierwszych doniesien 0 interesu-
jacym zjawisku samorzutnego uzgad-
niania si¢ drgan sparowanych oscylato-
row pochodzi jednak z dziedziny o wiele
bardziej technicznej, a podat je wybitny
holenderski fizyk i wynalazca Christiaan
Huygens (1629-1695). Zaobserwowat
on mianowicie, ze w jednym ze skon-
struowanych przez niego specjalnych
zegarow (posiadajgcych z pewnych
przyczyn dwa wahadta) po odpowied-
nio dhugim czasie zawsze dochodzito
do sytuacji, w ktorej oba wahadta oscy-
lowaly z przeciwnymi fazami, nieza-
leznie 0d poczatkowej rdznicy tychze
faz. Zjawisko to pozostato niewyja-
$nione przez ponad trzysta lat.

Rys. 3. Zegar Huygensa [2]

Obecnie wiadomo, iz komunikacja mi¢dzy wahadtami zachodzita za sprawa
przekazywania energii mechanicznej poprzez statyw, na ktorym wisiaty, a jej
zaobserwowanie przypadkowo umozliwilty proporcje elementow zegara.
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1.3. Blizsze spojrzenie

Skoro o zegarach mowa, przyjrzyjmy si¢ wlasnym organizmom i tak zwanym
zegarom biologicznym, jak bicie serca, fale mézgowe, reakcje odpowiadajace
za przemiang¢ materii itd. oraz gruczoty hormonalne i cykle zyciowe poszcze-
g6lnych komorek.

Skojarzenia z synchronizacja nasuwaja si¢ same, cho¢ nalezy zaznaczy¢, iz
w przypadku tak ztozonych uktadow jak ludzkie ciato, synchronizacja oznacza
nie tyle ujednolicenie, co raczej utrzymanie odpowiednich relacji miedzy po-
szczegolnymi czgstotliwo$ciami. Istnieja wrecz sytuacje, gdy nadmierne dopa-
sowanie drgan prowadzi do destrukcyjnych efektow, czego ilustracjg niech be-
dzie diagram na rysunku 4, obrazujacy zalezno$¢ napigcia od czasu dla fal mo-
zgowych, w kilku r6znych sytuacjach.

Pierwsze sze$¢ (nieregularnych) wykresow dotyczy zwyktych sytuacji zy-
ciowych. Ostatni, prezentujacy niemal idealng synchronizacje, przedstawia atak
epilepsji (petit mal).
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Rys. 4. Zalezno$¢ U(t) dla fal mézgowych [3]

2. Bardziej $cisty opis [4, 5]

Wobec tak wielkiej powszechnosci opisywanego zjawiska, nie dziwi fakt, iz
jego matematycznym wyjasnieniem zainteresowato si¢ wielu naukowcow,
przede wszystkim fizykow. Nie sposob oczywiscie wymieni¢ w tym miejscu
wszystkich rozwazanych koncepcji, skoncentrujemy sie wiec, jak to zapowie-



FoTton 119, Zima 2012 47

dziano na poczatku, na pewnym podstawowym przypadku, opisywanym przez
model Kuramoto, bedacy szczegdlnym przypadkiem tak zwanego modelu sred-
niego pola. Jego autorem jest — jak sama nazwa méwi — japonski fizyk Yoshiki
Kuramoto.

2.1. Model matematyczny

Rozwazmy uktad N oscylatoréw, z ktorych i-ty drga z czestotliwoscig wlasng w;
i fazag 6. Przy tych oznaczeniach Kuramoto, wychodzac od wcze$niejszego
ogo6lnego modelu Winfree, zaproponowat nastgpujacy wzor:

96 _, +ir 0. -6) (1)
dt - = ij\Yj i

Lewa strona rowno$ci 0znacza zmiang fazy i-tego oscylatora w nieskonczenie
krotkim czasie. I'j; to pewna funkcja definiujaca wzajemne oddziatywanie ele-
mentow o indeksach i oraz j.

W najprostszym przypadku sparowanie jest czysto sinusoidalne, czyli

T =ﬁsin(0j —0,). Dla kazdej pary elementow uktadu okresla si¢ wowczas

statq sprzezenia K informujaca o tym, jak silnie na siebie wzajemnie wptywaja.
Sformutowanie ,,model $redniego pola” oznacza w tym przypadku, iz kazdy
oscylator jest jednakowo powiazany z kazdym z pozostatych. Zatozenie to po-
zwala na znaczne uproszczenie modelu, poprzez wprowadzenie jednej statej
sprzezenia (0znaczanej K) dla catego uktadu. Uproszczenie do modelu $rednie-
go pola daje wigc nastgpujacy wynik:
dé N
&N -6). @
przy dodatkowym zatozeniu, ze rozktad w; jest jednomodalny (posiada tylko
jedno ekstremum), a jego srednia wynosi O (ostatni warunek mozna zawsze
uzyska¢ przez jednakowe przesuniecie wszystkich czgstosci, co nie zmienia
sensu modelu).
Uzyskany wzor stanowi najbardziej podstawowy wynik analizy Kuramoto.

2.2. Parametr porzadku

Dalsze rozwazania wymagaja wprowadzenia jeszcze jednego pojecia: miary
zsynchronizowania zwanej zespolonym parametrem porzgdku. Parametr ten
dany jest wzorem:

i‘i—’_lN i, 3
re _NZe , (3)
=1

gdzie ¥ oznacza $rednia faz 6;.
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Geometryczng interpretacje przedstawia rys. 5, na ktorym 6
promien okrggu wynosi 1, a punkty symbolizuja fazy poszcze-
gblnych oscylatoréw. Im blizej siebie na okregu znajduja sie
poszczegblne fazy, tym bardziej modut r zbliza si¢ do jednosci.
| odwrotnie: niskiemu stopniowi synchronizacji odpowiada r
bliskie zera. W zrozumieniu idei parametru porzadku moze
pomoc analogia do sktadania fal rownolegtych: zlozenie drgan Rys. 5. Wizuali-
o zblizonych fazach daje fal¢ wypadkowa o zwigkszonej ampli-  zacja parametru
tudzie, natomiast duzy rozrzut faz prowadzi do wygaszenia porzadku
drgan.

2.3. Poprawnos¢ modelu

Poprawno$¢ modelu potwierdzaja przede wszystkim symulacje numeryczne.
Wykres na rys. 6 przedstawia zalezno$ci kwadratu parametru porzadku po wir-

tualnie nieskoficzonym czasie (I?) od stafej sprzezenia K.
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Rys. 6. Zalezno$¢ synchronizacji od stalej sprzezenia po dlugim czasie

Symulacja zostata wykonana przez autora niniejszego artykutu poprzez nu-
meryczne rozwigzanie metoda trapezowa [6] uktadu rownan (2). Czgstosci wia-
sne losowano wedtug rozktadu Gaussa, a poczatkowe fazy — z rozktadu jedno-
rodnego.

3. Whnioski

Zaprezentowany powyzej wykres ilustruje kilka niezwykle istotnych wynikow
teorii Kuramoto. Pierwszy z nich to stwierdzenie, iz teoria istotnie stanowi
matematyczne wyjasnienie mechanizmu synchronizacji. Kolejne sg mniej
oczywiste.
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Przede wszystkim wart uwagi jest fakt, iz przy zachowaniu podanych wczes-
niej zatozen r, nie zalezy od warunkow poczatkowych, a jedynie od stalej
sprzezenia. Co wigcej, powyzej pewnej warto$ci synchronizacja staje si¢ niemal
zupelna. Z kolei przy niewielkim K oscylatory dziatajg praktycznie niezaleznie.
Poniewaz pasmo niepelnej synchronizacji jest do$¢ waskie, nasuwa si¢ pytanie,
czy da si¢ okresli¢c pewna Krytyczna warto$¢, nazwijmy ja Kc, powyzej ktorej
synchronizacja staje si¢ mozliwa.

Odpowiedz podat sam Kuramoto. Dalszy ciag jego analizy prowadzi do ob-
liczenia tej wartosci wynikajacej, jak si¢ okazuje, jedynie z rozktadu czegstosci
wlasnych oscylatorow. Doktadniejsze symulacje ilustruja poprawnos¢ zastoso-
wania tej statej jeszcze dobitniej.

Stad za$ wyptywa zapowiedziana, niezwykle wazka obserwacja: populacja
sparowanych oscylatorow posiada dwie fazy’, ktore obrazowo poréwnaé mozna
do faz substancji chemicznych! W jezyku tej analogii Kc odpowiada parame-
trowi krytycznemu w termodynamice, a synchronizacja — przejéciu fazowemu.
Innymi stowy proces, w ktérym parametr porzadku rosnie do 1, mozna nazwac
odpowiednikiem czasowym przejscia fazowego Il rodzaju (jak miedzy parama-
gnetykiem a ferromagnetykiem).

4. Wspélczesne badania. Perspektywy

Tak interesujacy wynik, jak i rzecz jasna, rozpowszechnienie W przyrodzie zja-
wiska synchronizacji, motywuja do dalszych badan, czesto z pogranicza wielu
dziedzin nauki. Na szczegdlng uwageg zastuguja neurobiologiczne zastosowania
teorii synchronizacji ze wzgledu na fakt, iz w badaniach mézgu coraz wigksza
role odgrywaja modele matematyczne i symulacje komputerowe. Teoria ta stata
sie dla nich niejednokrotnie punktem wyijscia i podstawa pozwalajaca wyjasni¢
znaczenie wczesniej niezinterpretowanych danych eksperymentalnych.

4.1. Default-mode mo6zgu i neurorezonans [7]

Za ilustracje neurobiologicznych zastosowan teorii Kuramoto (i innych osig-
gnie¢ fizyki statystycznej) niech postuza wyniki uzyskane niedawno przez mie-
dzynarodowy zespo6t badaczy zajmujacych si¢ symulacjami ,,domys$lnej” ak-
tywnos$ci mozgu, to jest aktywnosci wykazywanej pod nieobecno$¢ konkretne-
go zadania (np. w czasie snu lub biernego czuwania). W artykule Key Role of
Coupling, Delay and Noise in Resting Brain Fluctuations przedstawiono analize¢
opartg na uproszczonym modelu kory mozgowej, ztozonym z 38 oscylatorow
(z ktorych kazdy odpowiada okreslonemu realnemu obszarowi).

* Stowo ,,faza” posiada, z przyczyn historycznych, dwa znaczenia. O ile we wczeéniejszych
czesciach artykulu uzywane bylo w kontekscie oscylacji, w tym akapicie stuzy jako analogia
stanu skupienia materii (przyp. aut.).
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Za wzajemne sprzezenie poszczegdlnych oscylatorow odpowiada architektu-
ra potaczen neuronalnych miedzy nimi. Z kolei za wskaznik aktywnos$ci danego
obszaru przyje¢to zmienng zalezng od (mozliwego do eksperymentalnego zmie-
rzenia) lokalnego poziomu tlenu we krwi (blood oxygen level-dependent si-
gnal).

Przy tych zalozeniach wykonano symulacje oparta na modelu Kuramoto
(oczywiscie zaadaptowanym tak, by odpowiadat szczegétom badanego zagad-
nienia), otrzymujac nast¢pujacy wynik: pomiedzy poszczegdlnymi obszarami
moézgu zachodzit podziat na dwa klastry (dwie podgrupy oscylatoréw), w obre-
bie ktoérych nastgpowata synchronizacja (rys. 7 ilustruje potozenie klastrow na
przyktadzie kory mozgowej makaka). Rezultat okazat si¢ niezwykle obiecujacy,
gdyz odpowiada zebranym danym eksperymentalnym, co znaczy, iz opisywane
zjawisko mozna wyjasni¢ na gruncie teorii Kuramoto.

Rys. 7. Klastry zsynchronizowanych oscylatorow w korze mézgowej [7]

4.2. Pacemakers — zegary biologiczne [8]

Opisany wyzej szczegélny przyktad synchronizacji zachodzacej wewnatrz or-
ganizmu taczy si¢ z bardziej ogdlng dziedzina, ktdrej znaczenie biologiczne,
a takze zwigzek z teorig synchronizacji, nie pozwalaja poming¢ w tym miejscu
nieco szerszego jej opisu.

Zagadnienie dotyczy wspomnianego we wstepie pojecia zegarow biologicz-
nych regulujacych funkcjonowanie wigkszosci zywych organizmow, przy czym
stowo ,,zegar” okazuje sie tu wyjatkowo trafne nie tylko z jezykowego, ale
i z naukowego punktu widzenia. Ogromna liczba wspotczesnych badan prowa-
dzi do wniosku, ze za regularne funkcjonowanie takich procesow, jak wymiana
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gazowa (np. sterowanie aparatami szparkowymi u roslin), obieg ptynow ustro-
jowych, zachowanie rytmu dobowego, gospodarka hormonalna i wielu innych,
odpowiadaja roznego rodzaju cykliczne reakcje chemiczne. Nie sposob oczywi-
scie wykluczy¢ wpltywu czynnikow zewngtrznych (jak ilos¢ $wiatta, rodzaj
pozywienia, lokalne zanieczyszczenia powietrza itp.), jednak ich wptyw doty-
czy zwykle stosunkowo powolnych i dtugotrwatych zmian, nie zmienia wigC
faktu, iz u podstaw proceséw zyciowych lezg cykle.

CykKl za$ posiada swojg czestotliwosé (W przypadku reakcji biochemicznych
czesto wzglednie stata), co sprawia, iz w wielu przypadkach mozna stosowa¢ do
niego modele matematyczne wtasciwe dla oscylatorow. Naturalna zatem staje
si¢ hipoteza, iz za zachowanie homeostazy odpowiadajg zjawiska synchroniza-
cji. Hipoteza, ktora — jak wspomniano — potwierdzaja wyniki niezliczonych
eksperymentéw i symulacji publikowane na biezaco w najbardziej prestizowych
czasopismach naukowych.

5. Podsumowanie

W ramach podsumowania podkreslenia wymaga pewien niezwykle wazny
wniosek ptynacy z przedstawionej wyzej teorii oraz eksperymentow. Otéz —
poza oczywiscie warto$cig praktyczng — teoretyczny model synchronizacji sta-
nowi pigkna ilustracj¢ najbardziej podstawowego stwierdzenia nauki, to jest:
matematyczno$ci Wszechswiata. Fakt, iz nawet tak uproszczona analiza, jak
rozwazenie modelu $redniego pola i sparowania sinusoidalnego, znajduje od-
zwierciedlenie w tak wielu dziedzinach przyrody, pozwalajac zrozumie¢
ogromng liczbg niewyjasnionych wczesniej zjawisk z niemal wszystkich obsza-
row badan, stanowi przeciez pokrzepiajaca motywacje do dalszego rozwoju nie
tylko fizyki, ale nauk $cistych in genere.
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