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Badanie figur Lissajous umozliwia zapoznanie z bardzo wazng dla fizyki zasada
superpozycji. Znany uktad mechaniczny do badania figur Lissajous przedsta-
wiony jest schematycznie na rys. 1. Uklad ten sktada si¢ z dwoch sprezystych
tasm 13, I, ustawionych prostopadle do siebie. Tasmami mogg by¢ np. brzesz-
czoty pitek do metalu. Jeden koniec kazdej tasmy jest nieruchomy. Na nieza-
mocowanych koncach tasm umieszczone sg mate zwierciadta z;, z,. Konce tasm
ze zwierciadtami odchyla si¢ od potozenia réwnowagi i puszcza swobodnie.
W wyniku tego zwierciadta zostajg wprawione w drgania. Wejsciowa wigzka
$wiatla b, odbija si¢ od drgajacego zwierciadta z; i porusza jako wigzka b;. Na-
stepnie wigzka b; pada na drgajace zwierciadto z, i po odbiciu od niego biegnie
dalej, jako wigzka wyjsciowa by, ktora kresli figury Lissajous ¢ na ekranie t.
Uktady zbudowane wedtug (opracowanego przez autora artykutu) i podanego
na rys. 1 schematu, mozna znalez¢ w licznych publikacjach, np. [1-3]. Istotny-
mi wadami tych uktadoéw sg szybkie zmniejszanie si¢ amplitudy drgan oraz
trudna kontrola ich czestotliwosci i réznicy faz. Te same wady wykazuja tez
inne znane uktady mechaniczne, np. z wahadtami podwdjnymi o zmiennej dtu-
gosci na zawieszeniu bifilarnym [4].

Rys. 1. Budowa znanego ukladu do badania figur Lissajous; ry, I, — sprezyste tasmy, z;, Z, — mate
zwierciadla, b — poczatkowa wigzka $wiatta, b; — wigzka odbita od zwierciadla z;, b, — wigzka
odbita od zwierciadta z,, t — ekran, ¢ — figura Lissajous

Celem tego artykutu jest przedstawienie wtasnej konstrukcji przyrzadu, kto-
ry pozwala na utrzymanie stalej amplitudy oraz precyzyjng regulacje czestotli-
wosci 1 roznicy faz drgan sktadowych. Przyrzad ten umozliwia réwniez osigga-
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nie wysokich czestotliwosci drgan sktadowych, siegajacych 320 Hz. Pozwala to
otrzymac stabilne obrazy skomplikowanych figur Lissajous o matych réznicach
czestotliwosci 1 ustalonej roznicy faz. Przyrzad pozwala tez na skladanie drgan,
zachodzacych w dowolnych kierunkach. Dla uko$nych kierunkéw drgan otrzy-
muje si¢ bardziej ztozone przypadki figur Lissajous, ktore mozna nazwaé uo-
golnionymi figurami Lissajous. Opisane mozliwo$ci zostaty osiagnigte dzigki
zastosowaniu dwodch specjalnie zaadaptowanych, niskotonowych glosnikow
elektrodynamicznych, ktore wprawiaja w drgania zwierciadta, potaczone z ich
membranami. Ruch tych zwierciadet jest precyzyjnie kontrolowany za pomocg
sygnaléw elektrycznych, wytwarzanych przez generatory zasilajace glosniki.
Wyprowadzone tez zostana wzory opisujace uogolnione figury Lissajous.

Budowa przyrzadu

Widok ogdlny przyrzadu zostat przedstawiony na rys. 2. Rama przyrzadu skta-
da si¢ z dwoch sztywnych, prostokatnych plyt — poziomej p; i pionowej p
0 szerokos$ci ok. 25 cm kazda. Ptyta pozioma ma dtugo$¢ ok. 40 cm, a pionowa
ok. 30 cm. W zbudowanym modelu zastosowano plyte meblowag o grubosci
18 mm. Plyty mozna tez wyciaé ze sklejki lub deski. Obie plyty zostaty usta-
wione prostopadle wzgledem siebie i potagczone wzdhuz boku o dlugosci 25 cm
za pomocg wkretow 1 dwusktadnikowego kleju epoksydowego. (Klej epoksy-
dowy uzywany byt tez do wszystkich innych potaczen podczas budowy tego
przyrzadu.)

Rys. 2. Budowa przyrzadu; p1, p2 — plyty: pozioma i pionowa, 13, |, — gto$niki elektrodynamiczne:
poziomy i pionowy, S, S, — sprezyste paski folii na gtosnikach poziomym i pionowym, z;, z, —
lekkie zwierciadta, r — tarcza, m — §ruba, n — nakretka skrzydetkowa, 1 — wskaznik laserowy, h —
wspornik wskaznika, g;, g, — gniazda glos$nikéw poziomego i pionowego do przylaczenia genera-
torow, pozostale litery maja takie same znaczenie, jak w opisie rys. 1
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Do poruszania zwierciadel zastosowano dwa glosniki elektrodynamiczne,
niskotonowe 1y, 1, 0 mocy 50 W i érednicy zewnetrznej 20 cm oraz impedan-
cji 8 Q. Mozna tez wykorzysta¢ inne glosniki niskotonowe o podobnych para-
metrach. Do brzegu kosza kazdego glosnika i $srodka membrany (tzw. koputki)
przyklejono kostki f;, f, 0 boku 1 cm, wyciete z korka, rys. 3. Przed przykleje-
niem powierzchnie kostek, stykajace si¢ elementami gtosnika, obrobiono pilni-
kiem w celu dopasowania ich ksztattu do stykajacych si¢ elementow. W kazde;j
z kostek od strony membrany glo$nika wykonano nozem nacigcie przeznaczone
do wsunigcia i przyklejenia koncow sprezystych paskow s;, S,. Szerokos$¢ kaz-
dego paska wynosita 1 cm, a jego dlugos¢ 11 cm. Dhugos¢ ta w ogdlnym przy-
padku powinna wynosi¢ ok. 4/3 promienia membrany gto$nika, tak zeby pasek
po wsunieciu jego koncow w nacigcia kostek mial ksztatt luku pokazanego na
rys. 3. Paski zostaly wyciete z folii poliestrowej o grubosci 1 mm. Mozna tez
wykona¢ paski z innego, dostatecznie sprezystego i Sztywnego tworzywa
sztucznego. Wtedy ich grubo$¢ i szeroko$¢ nalezy dobra¢ doswiadczalnie.
W prawidtowo dobranych paskach nie powinny wzbudza¢ si¢ drgania o wyz-
szych czestotliwosciach harmonicznych, podczas pracy glosnika i kat odchylnia
zwierciadla powinien by¢ liniowa funkcja przesuniecia membrany dla matych
warto$ci tych przesunigc.

Rys. 3. Przekrdj osiowy zaadaptowanego glosnika pionowego; fi, f, — kostki mocujace pasek folii
odpowiednio do brzegu kosza i $srodka membrany (koputki) glosnika, pozostate litery maja takie
same znaczenia, jak w opisie rys. 2

Z punktu widzenia mechaniki pasek stanowi zakrzywiong belke, zginang
W poblizu punkéw zamocowania do brzegu glosnika. Zwierciadta z;, z, zostaly
przyciete z plastikowej, metalizowanej ptytki wyjetej z uszkodzonego kalejdo-
skopu. Mozna tez zastosowac foli¢ odbijajaca Swiatto w sposob lustrzany, albo
bardzo cienkie zwierciadla szklane. Zwierciadlo z; na glosniku pionowym I,
miato ksztalt prostokata o rozmiarach 30 x 20 mm, a rozmiary zwierciadta z; na
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gto$niku poziomym 1; wynosity 30 x 20 mm. Oba zwierciadla przyklejono do
paskow si, S, obok kostek f,, przy czym dhuzszy bok zwierciadta z; ustawiono
rownolegle do paska s;, natomiast dtuzszy bok zwierciadta z, byl prostopadty
do paska s,. Na tym zakonczono adaptacj¢ glosnika poziomego 1;.

Do tylnej powierzchni rdzenia glo$nika pionowego 1, przyklejono jeszcze
okragla tarcze r, wycieta z blachy aluminiowej o grubosci 1,5 mm (mozna tez
wykonaé tarcze z innego, dostatecznie sztywnego materiatu). Tarcze umiesz-
czono mimosrodowo wzgledem osi glosnika, przesuwajac ja do brzegu kosza
w kierunku zwierciadta. Do tarczy przyklejono prostopadle $rube n, tak umiesz-
czong, zeby jej o$ przechodzila przez §rodek zwierciadta z,. Dzigki mimosro-
dowemu ustawieniu tarczy i sruby, wigzka $wiatta po obrocie glosnika piono-
wego o dowolny kat, bedzie zawsze padata na $rodek zwierciadta z,. To bardzo
ulatwia badanie wynikow sktadania drgan, zachodzacych w kierunkach uko-
$nych. Dla lepszego potaczenia mozna wywierci¢ otwor w tarczy i przelozyc
przez niego Srube. Pozwoli to przyklei¢ zaréwno teb Sruby, jak tez jej walcowa
powierzchni¢ do tarczy. Nalezy zastosowaé dostatecznie duza $rube, ktora
utrzyma stosunkowo ciezki glo$nik po jego przykreceniu do ptyty pionowej p,.
W zbudowanym przyrzadzie zastosowano $rube o $rednicy 10 mm (z gwintem
metrycznym M 10).

Montaz przyrzadu rozpoczyna si¢ od wywiercenia otworu w gornej czesci
plyty pionowej, przeznaczonego do wtozenia $ruby n, (zob. rys. 2). Otwor po-
winien by¢ w takim miejscu, zeby glosnik pionowy 1, wraz z tarcza r mozna
swobodnie obraca¢ wokot osi przechodzacej przez srodek zwierciadta z,. Po
wykonaniu otworu glosnik pionowy przykreca si¢ do ptyty nakretka, najlepiej
skrzydetkowa. Nastepnie na plycie poziomej p; nalezy potozy¢ glosnik Iy, tak
zeby pasek s; byt skierowany wzdtuz tej ptyty i §rodki obu zwierciadet znajdo-
waly si¢ w jednej plaszczyznie pionowej. W tej plaszczyznie trzeba ustawic
wskaznik laserowy | oraz skierowa¢ wigzke §wiatla b na $rodek zwierciadta z;.
Wskaznik powinien by¢ nachylony pod takim katem, zeby wigzka odbita b,
trafita rowniez na $rodek zwierciadla z,, za$ po odbiciu od niego, jako wiazka b,
dala $wiecgca plamke na ekranie t, ustawionym w odlegtosci kilku metrow na
wprost przyrzadu. Po spetieniu tych warunkéw glosnik 1; nalezy przyklei¢ do
plyty poziomej, a wskaznik laserowy zamocowaé w dowolny sposob do wspor-
nika h, potaczonego z ta ptyta. Wyznaczone pozycje gtosnika i wskaznika po-
winny by¢ przy tym zachowane. W zbudowanym przyrzadzie, jako wspornik
zastosowano pret aluminiowy, polgczony z plastikowg rurkg za pomocg $ruby
z nakretka. Uzyto nieco stozkowej rurki od grubego pisaka, co pozwalato wy-
godne wiacza¢ wskaznik na czas doswiadczen po jego wsunigciu do rurki.
(Wewnetrzna powierzchnia rurki utrzymywata wytacznik wskaznika w pozycji
wcisnietej.) Do koncowek obu glosnikow przylutowano przewody, ktore pota-
czono z gniazdami radiowymi @i, g, osadzonymi w ptytach p;, p,. Gniazda te
pozwalaty na tatwe przylaczenie generatorow zasilajagcych glo$niki. Przewody



FoToN 124, Wiosna 2014 59

taczace glosnik pionowy z gniazdami g, powinny by¢ dhuzsze, zeby pozwalaly
na swobodny obrot tego glosnika.

Zbudowany wedlug podanego opisu przyrzad przedstawia fot. 1, natomiast
jeden z przykladoéw figury Lissajous otrzymanej przy jego uzyciu pokazuje
fot. 2. Glosniki moga by¢ zasilane z dwoch oddzielnych generatoréw albo
Z jednego. Zastosowanie dwoch generatorow daje bardzo szerokie mozliwosci
zmiany wszystkich parametréw drgan (czestotliwosci, amplitud i faz). Trudniej-
sze moze okaza¢ si¢ wtedy zachowanie stalej roznicy faz.

x .l S
Fot. 1. Ogdlny widok zbudowanego Fot. 2. Przyktad jednej z figur Lissajous, otrzy-
przyrzadu manych za pomocg zbudowanego przyrzadu

W przypadku uzycia jednego generatora rézne czestotliwosci drgan zwier-
ciadet mozna uzyska¢ przez zastosowanie dzielnika czegstotliwo$ci, do ktorego
przytaczony bedzie drugi glo$nik, natomiast r6zne amplitudy drgan daje zasto-
sowanie dzielnika napigcia. Cyfrowy dzielnik czestotliwosci powala na bardzo
doktadne utrzymanie statego stosunku czestotliwosci, wyrazajacego si¢ liczba-
mi catkowitymi. Mozna wtedy uzyska¢ dobrej jakoSci obrazy najprostszych
i najczesciej podawanych figur Lissajous. Rysunki tych figur znajduja sie
W wielu podrecznikach fizyki ogoélnej i doswiadczalnej [5, 6]. W przypadku
uzycia jednego generatora i przesuwnika fazy mozna tatwo utrzymac statg roz-
nice faz przez dtugi czas, nawet przy wyzszych czestotliwos$ciach (najprostszym
przesuwnikiem fazy moze by¢ kondensator lub cewka). Przed rozpoczeciem
doswiadczen nalezy sprawdzi¢ prawidtowos¢ dziatania przyrzadu na najprost-
szych figurach Lissajous. Na przyktad, podczas zasilania obu glto$nikow bezpo-
$rednio z tego samego generatora powinien pojawic si¢ na ekranie odcinek pro-
stoliniowy, nachylony do poziomu pod katem 45°. Uogdlnione figury Lissajous
otrzymuje si¢ po obrocie i zamocowaniu glo$nika pionowego 1, w pozycji
z paskiem s, ustawionym uko$nie do poziomu. Zbudowany przyrzad dziatat
prawidtowo do czestotliwosci 320 Hz i umozliwial otrzymanie figur Lissajous
0 rozmiarach dochodzacych do 1,5 m.
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Podstawy teoretyczne

Ksztalt otrzymanych w ogoélnym przypadku v
figur Lissajous mozna poréwnaé z wynikami A,

obliczen teoretycznych. Zeby wyprowadzié
potrzebne do tego celu wzory zostanie prze- A,
analizowane sktadanie drgan harmonicznych
w uktadzie odniesienia przedstawionym na
rys. 4, ktéry odpowiada sytuacji wystepuja-
cej w przyrzadzie. Amplitudy drgan sktado-
wych oznaczone zostang przez A;, A, ich
czestosci katowe przez wi, w,, poczatkowa
roznica faz przez ¢, a wychylenia drgajacych
punktow przez z; z,. Zaleznosci tych wychy-
len od czasu t wyrazaja sic wtedy standar- Rys. 4. Uktad odniesienia do analizy

dowymi wzorami: wynikéw skladania drgan, odbywaja-
cych si¢ wzdhuz kierunkdéw uko$nych;
Z :Al sin(a)lt), (]_) A;, A, — amplitudy drgan, o — kat
nachylenia do poziomu paska glosnika
z, = A sin(w,t + ¢) (2) Ppionowego I,

Wspolrzedne X, y wychylenia wypadkowego wyrazajg si¢ wzorami:
x=Asin(at)cosea , (3)
y =Assin(ot)sina + A sin(@,t + @) . 4)

We wzorach (3), (4) czas t spetnia rolg parametru, natomiast o oznacza kat na-
chylenia do poziomu paska gtosnika pionowego. Zeby otrzymaé ogdlne rownie
krzywej Lissajous we wspotrzednych X, y nalezy pozby¢ si¢ zaleznosci od cza-
su. Najpierw wyznacza si¢ czas ze wzoru (3) i otrzymuje

1 ; X
t=——=arcsin| ——|. S)
w, [Al Cosa] ©®)
Czas wyrazony wzorem (5) podstawia si¢ nastepnie do (4) i otrzymuje rOwnanie
.| o .
= xtga + Asin| —2arcsin| —X— |+ |. 6
y=Xga+A, L)l [Alcomj 4 (6)

Latwo zauwazy¢, ze dla: Ay = Ay, w1 = w,, a.= 0, ¢ = 0 z rdwnania (6) otrzymuje si¢
y=Xx ()

czyli rdwnanie prostej nachylonej pod katem 45° do potosi Ox, co jest prawi-
dlowym wynikiem.

Korzystajac z wzorow (1) i (2) mozna rowniez otrzymaé ogodlne réwnania
krzywej Lissajous we wspotrzednych biegunowych r, 6. Promien r oblicza si¢
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z twierdzenia Pitagorasa, jako dtugos¢ wektora o sktadowych x, y. Otrzymuje
si¢ wtedy

r= \/Af sin?(ayt) + A sin? (gt + @) + 2A, A, sin(wt) sin(w,t + g)sina . (8)

Kat, ktory tworzy ten wektor z dodatnim kierunkiem poétosi Ox, czyli kat azy-
mutalny 6 wyraza si¢ wzorem
6?=arctg(yj. 9)

x
Po podstawieniu wzorow (3) i (4) do wzoru (9) otrzymuje si¢ dla kata 6 naste-
pujacy wzor

(10)

49=arctg{tga+ AgSin(@it + ) }

A sin(w,t)cosa

Latwo zauwazy¢, ze dla: A; = Ay = A, w1 = @y, o = 0, ¢ = /2, z rownania (8)
otrzymuje si¢, I = A, co oznacza, ze krzywa Lissajous jest okregiem i stanowi
prawidtowy wynik dla tego przypadku. Wyprowadzone wzory ogdélne mozna
wykorzysta¢ do numerycznego wyznaczania uogo6lnionych krzywych Lissajous,
np. za pomocg programu Mathematica.

Podsumowanie

Na zakonczenie warto doda¢, ze opisany przyrzad pozwala tez doktadnie i tatwo
bada¢ rezultaty sktadnia drgan, ktérych zalezno$¢ wychylenia od czasu nie jest
funkcjg sinusoidalna. Wystarczy w tym celu zasila¢ glosniki z generatoréw
funkcyjnych 1 wybra¢ sygnal inny niz sinusoidalny, np. trojkatny albo prosto-
katny [7]. Miniaturyzacja i coraz powszechniejsze zastosowanie urzadzen elek-
tronicznych powoduje, ze takie generatory czy np. dzielniki czestotliwosci staja
si¢ tansze i tatwiej dostepne. Obserwacje tych uogolnionych figur Lissajous sg
interesujace nie tylko ze wzgledéw poznawczych. Obserwacje te moga tez do-
starczy¢ inspirujacych doznan estetycznych.
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