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Kat odchylenia promienia w pryzmacie:
wzor Scisly i jego przyblizenia
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W szkole wyprowadzano nastepujacy, przyblizony wzor na kat odchylenia e,
promienia padajacego na pryzmat: ¢ = (n — 1)g, gdzie ¢ to tzw. kgt tamigcy
pryzmatu, a n — wzgledny wspotczynnik zatamania $wiatta dla osrodka, z ktore-
go wykonany jest pryzmat. We wzorze tym nie wystgpuje zaleznos¢ od kata
padania promienia na $cianke¢ pryzmatu o, wigec narzuca si¢ pytanie o zakres
stosowalno$ci tego wzoru. Wyprowadzmy wigc Scisty wzor na kat odchylenia
oraz przedyskutujmy jego przyblizenia w funkcji zmiennych « i ¢. Sprawdzmy
rowniez, jak dobre jest przyblizenie szkolne. W rachunkach przyjmijmy, ze
pryzmat wykonany jest z lodu o wspoétczynniku zatamania $wiatta n = 1,31.

Bieg promienia §wiatla w pryzmacie przedstawiony jest na rys. 1, z ktorego
wynikaja nastepujace zwiazki dla katow i ich funkcji (dalej przyjmujemy n =
n/ny): o =p+yoraze=a+ 0 — (B +y)oraz sin o/sin f = n oraz sin /siny = n.
Z tych zwiazkoéw otrzymujemy: ¢ = oo+ 0 — ¢ 0raz sin o = n sin y = nsin(p — p).
Eliminujac kat £ otrzymujemy:

sind = sing-\/n? —sin*a —sina-cose, (1)

1 stad nastepujacy Scisty wzor na kat odchylenia promienia w pryzmacie:

s=a+ arcsin(sin(p-\/nz—sinza —sinacosw)— . (2)

Rys. 1. Bieg promienia §wiatta w pryzmacie: a — kat padania, ¢ — kat odchylenia, ¢ — kat tamiacy
pryzmatu. Liniami kropkowanymi oznaczono normalne do $cianek bocznych pryzmatu a przery-
wanymi przedtuzenia promieni



FoToN 114, Jesien 2011 47

Wzér ten nie jest w szkole wyprowadzany prawdopodobnie z powodu ko-
niecznosci skorzystania z funkcji arcus sinus, ktorej nie ma w programie nau-
czania. Ta funkcja rowniez pojawitaby si¢ w rachunku prowadzacym do warun-
ku dla kata padania, aby promien zatamany wyszedl z pryzmatu przez druga
scianke, tzn. nie ulegt na niej wewngtrznemu odbiciu. Oczywiscie musi w tym
celu zachodzi¢ sin 0 < 1, co odpowiada warunkowi:

sina >\n® ~1 sinp—cosp=G(p), (3)

gdzie prawg strong nieréwnosci zdefiniowano jako funkcje G(¢) i przedstawio-
no na rys. 2 dla pryzmatu wykonanego z lodu (n = 1,31). Funkcja ta przecina o$
odcietych w punkcie ¢, = arcsin(1/n); dla lodu ¢, = 0,8685 (49,76°). Tak wigc
dla pryzmatéw o katach tamigcych mniejszych niz ¢o nie ma mozliwosci aby
promien ulegt catkowitemu wewngtrznemu odbiciu na drugiej $ciance. Jesli kat
tamigcy jest wigkszy niz gy wowczas catkowite wewnetrzne odbicie zajdzie dla
katow padania spetniajagcych warunek: 0 < 17 sin a < G(p). W szczegdlnosci,
gdy kat tamigcy spetnia warunek: G(p) > 1 wowczas calkowite wewnetrzne
odbicie na drugiej §ciance zachodzi dla dowolnych wartosci kata padania .
Odpowiada to katom tamigcym ¢ > ¢s gdzie, jak tatwo mozna sprawdzic,
sin(ps/2) = 1/n, a wige @s = 2¢,. Dla pryzmatu z lodu, ¢s = 1,7370 ~ 99,52°.
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Rys. 2. Funkcje F(p) = n sin g oraz G(¢p) =+/n’ -1 sinp—cose dla lodu (n = 1,31). Na osi
odcietych oznaczono katy ¢g = 0,8685 i g5 = 29 = 1,7370 (objasnienie w tekscie)

Szkolne przyblizenia wzoru (2) polegaty na ograniczeniu si¢ do matych ka-
tow a =~ 0 (a <K n), ¢ = 0 i w konsekwencji do przyjecia przyblizen: o/ = n oraz
o/y = n, ktorych zastosowanie prowadzi do wzoru szkolnego:

e~ (h—1)o. (@)
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Zalezno$¢ od zmiennej o ,,zgubita si¢” wskutek tego, ze w powyzszych
przyblizeniach ograniczyliSmy si¢ do pierwszego wyrazu rozwinigcia funkcji
sinus, sin x = x. Jak wida¢ z wczesniejszego rachunku, catkowite wewngtrzne
odbicie nie jest mozliwe w przyblizeniu matych katéw, gdyz warunek ten ozna-
cza rowniez, ze rozwazamy pryzmaty o katach tamigcych znacznie mniejszych
niz ¢g oraz katy padania promieni rowniez spetniajgcych ten warunek.

Wprowadzmy teraz wyrazy wyzszych rzgdow w przyblizeniach funkcji wy-
stepujacych we wzorze $cistym (2) tak, aby pojawita si¢ zalezno$¢ od a. Nadal
oczywiScie przyjmujemy, ze ¢ < 1. W tym celu wykorzystamy pierwsze dwa
wyrazy rozwini¢¢ wystepujacych w tym wzorze funkcji. Przyjmujemy zatem:
sinx=~x —x¥6, cos x~ 1 —x%2, V1 x =1+x/2.

Zdefiniujmy funkcje Q:

Q:arcsin(singo\/nz—sinza—sinacos(p). (5)

Rozwijajac pierwiastek oraz funkcje trygonometryczne, zachowujac wyrazy do
trzeciego rzg¢du iloczynéw zmiennych « i ¢, otrzymujemy:
a2 @ . a (p2 . ¢3

2n 2 6

3
Qrarcsin(ng—a+¢) gdzie é’:%_

Pozostaje nam jeszcze rozwinigcie funkcji arcus sinus. Korzystamy z pierw-
szych dwoch wyrazow rozwiniecia: arcsin X = X + x*/6. Po wykonaniu nietrud-
nych, aczkolwiek zmudnych rachunkow, zachowujac wyrazy do trzeciego rzedu
iloczynéw zmiennych o i ¢, otrzymujemy nastepujacy wzor dla kata odchylenia
promienia w pryzmacie:

ex(n-1)¢ 1+(n—;1)(%2—a(p+%j : (6)

poprawka C(«a,p)

gdzie C(a, @) jest poprawka najnizszego rzedu do wzoru szkolnego. Powyzsza
poprawka, bedaca kwadratowa funkcja katow a i ¢, jest zawsze dodatnia po-
niewaz wyréznik A réwnania kwadratowego: a/n — ag + ng?/3 = 0 jest ujem-
ny, zardbwno gdy traktujemy je jako rownanie dla zmiennej o jak i zmiennej ¢.
Wartos$¢ kata a, przy ktorym funkcja ta osigga minimum dla ustalonego kata ¢,
WYynosi:

Omin =N @2, (7

a warto$¢ poprawki w minimum wynosi: C(omin, @) = (n + 1)ng*24. Latwo po-
kaza¢, ze dla tej szczegolnej wartosci kata a zachodzi rowniez: & = o, tak
wigc minimum poprawki odpowiada symetrycznemu biegowi promienia w pry-
zmacie.
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Rys. 3. Porownanie zalezno$ci kata odchylenia ¢, od kata padania o, w pryzmacie z lodu o kacie
famigcym ¢ = 0,2. Oznaczenia: (a) — wzor Scisty (2); (b) — wzor przyblizony (6); (c) — wzor
szkolny (4)

Porownanie $cistej i przyblizonej zalezno$ci kata odchylenia od zmiennych
a dla warto$ci kata tamigcego ¢ = 0,2 przedstawione jest na rys. 3. Widzimy, ze
zalezno$¢ przyblizona (6) bardzo dobrze zgodna jest ze $cista (2) w do$¢ duzym
zakresie warto$ci kata a (do okoto 0,4 rad) dla pryzmatu o matym kacie tamia-
cym, ¢ = 0,2.

Poprawka do wzoru szkolnego C(a, ¢) jako funkcja dwoch zmiennych
przedstawiona jest na rys. 4 i wida¢, ze nie przekracza ona 3% w zakresie ma-
tych katow, 0 < a, ¢ < 0,2. Taka jest wigc (nie)doktadnos¢ wzoru szkolnego
w wyniku: (a) rezygnacji z wprowadzania funkcji arcus sinus; (b) przyblizania
funkcji, wystepujacych w Scistym wzorze, tylko pierwszym wyrazem rozwinig-
cia w szereg Taylora.
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Rys. 4. Poprawka do wzoru szkolnego C(«, ¢) dla pryzmatu z lodu (n = 1,31)



