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1. Uklady dynamiczne — wstep

Uktady spotykane w przyrodzie, pomimo wielkiej liczby czynnikow, ktdre nimi
rzadza, czesto daja si¢ modelowaé przez stosunkowo proste rownania. Istnieje
szereg modeli, mniej lub bardziej oddajacych rzeczywistos¢, z ktorymi mozna sig
spotka¢ przy analizie tych zagadnien. Podczas I roku studiow miatem okazjg po-
zna¢ kilka z nich i chcialbym sig ta wiedza tutaj podzieli¢. Roéwnania rézniczko-
we, ktore modeluja uktady biologiczne, charakteryzuja si¢ oscylacyjnymi rozwia-
zaniami, co pozostaje w zgodzie z obserwacja rownowagi, jaka panuje np. pomig-
dzy oddzialujacymi gatunkami.

Warto w tym miejscu moze przyblizy¢ trochg pojecia zwiazane z analiza uktadow dyna-
micznych. Uktad dynamiczny jest zadany przez rownanie rzadzace jego czasowa ewolu-
cja w przestrzeni dostgpnych standw. Moze to by¢ dyskretna ewolucja zadana przez row-
nanie réznicowe lub ewolucja zmiennych ciaglych, zadana przez réwnanie rézniczkowe.
Wygodnym sposobem obrazowania zachowania si¢ takiego rownania jest analiza prze-
strzeni fazowej: przestrzeni sparametryzowanej zmiennymi danego uktadu. Wtedy ewo-
lucja zadana przez rdwnanie — czyli nasze rozwiazanie — jest krzywa w takiej przestrzeni.

Gdy rownanie nie zalezy jawnie od czasu, ruch punktu zalezy od czasu tylko poprzez
swoje potozenie w przestrzeni fazowej — o takim réwnaniu moéwimy wtedy, ze jest auto-
nomiczne. Mozna je wtedy reprezentowac jako zbior krzywych (rozwiazan) w przestrze-
ni fazowe;.

Poniewaz rozwazam modele ograniczajace si¢ do opisu uktadow charakteryzowa-
nych przez dwie zmienne, takie oscylacje (poza punktami stacjonarnymi) sg jedy-
nymi mozliwymi rozwiazaniami (twierdzenie Poincarego-Bendixona) — plaszczy-
zna dwuwymiarowa jest zbyt ,.ciasna”, aby trajektoria mogta si¢ przeplatac, two-
rzac bardziej ztozone rozwiazania. W szczego6lnos$ci nie obserwujemy w tych
modelach zachowan chaotycznych, ktore moga pojawi¢ si¢ w uktadach ciagtych
o wigkszej liczbie zmiennych oraz w uktadach dyskretnych (nawet jednowymia-
rowych).

2. Model Lotki-Volterry

Pierwszy model dotyczy relacji drapieznik — ofiara lub zachowania sig stgzen re-
agentoOw pewnej, hipotetycznej reakcji chemicznej. Model taki podali Volterra
i Lotka. Nalezy podkresli¢, ze ten model jest czysto hipotetyczny i nie opisuje
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doktadnie zadnego rzeczywistego uktadu. Ponizej schematycznie zapisujemy row-
nania takiej reakcji:

A+x S ox

X+y L 2y

y %, B
gdzie &, sa np. statymi szybkosci reakcji chemicznych'. Mozemy zatem zapisaé
réwnania kinetyczne dla tych hipotetycznych procesow:

X =k AX -k, XY

Y=k, XY kY
Zwré¢my uwage na fakt, ze stezenia substancji 4 i B sa state w czasie, podczas
gdy rozpatrujemy tylko zmiany X1 Y. Wymusza to na nas dokonanie zatozenia, ze
rozwazany uktad jest uktadem otwartym. Dla krétkiego czasu ewolucji tego ukta-
du mozemy zastapi¢ to zatozenie stwierdzeniem, ze st¢zenia A oraz B sa na tyle
duze, ze ich zmiany podczas reakcji sa zaniedbywanie mate.
Poszukajmy punktow statych tego uktadu rownan, tzn. takich stgzen Xi Y, ze

pozostaja one stale w czasie, czyli X =0 oraz ¥ =0. Nietrudno zauwazy¢, ze

k, A

k—j Dla wygody oznaczmy
2

.. . k
spelniaja to nastgpujace pary (X,Y):(0,0) oraz (k_3’
2
ostatnia parg jako (X, Yy).
Chcac bada¢ wilasnosci tego modelu, wygodnie jest dokonaé przeskalowania
wystepujacych w nim wielkosci w nastgpujacy sposob:

- X Y
Tx, Ty
k
T:klAt a:kl—:;A

7 jest nowa zmienna odpowiadajaca czasowi £, a @ > 0 jest nowa wprowadzona
stala. Po tym przeskalowaniu mamy nastegpujacy uktad rownan:

u'=u(l-v) oraz v=av(u—1) €]

! Kazdemu elementarnemu procesowi chemicznemu mozemy przyporzadkowaé row-
nanie opisujace przyrost lub zanik jednego ze substratow. Dla reakcji 4 + B — C, np.
dCa

dt
wynikiem nastgpujacego rozumowania: Prawdopodobienstwo zderzenia czasteczki substra-
tu 4 z np. czasteczka B jest proporcjonalne do ich ilosci, czyli st¢zenia.

=—kc,c, , gdzie c to stezenie reagenta. Proporcjonalno$¢ szybkosci do stgzen jest
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z punktami statymi: (0,0) oraz (1,1).
Stabilno$¢ punktéw stacjonarnych mozna bada¢ dla szerokiej klasy uktadow
przez analiz¢ liniowych przyblizen danego uktadu wokot tych punktow.

Tutaj znowu nalezy si¢ kilka stow wyjasnienia. Punktem wyjscia do takiego postgpowa-
nia jest twierdzenie Lapunowa. Mozna analizowa¢ stabilnos¢ punktow osobliwych po-
przez analizg stabilnosci ich liniowych przyblizen. Uktad liniowy moze by¢ reprezento-
wany przez macierz. Jego rozwigzaniem jest kombinacja liniowa eksponent, ktoérych
wyktadniki odpowiadaja warto$ciom wilasnym macierzy. Jezeli istnieje chociaz jedna
warto$¢ wilasna, ktorej czg$¢ rzeczywista jest wigksza od 0, to analizowany punkt stacjo-
narny jest niestabilny. Latwo rowniez zauwazy¢, ze czysto urojone wartosci wlasne od-
powiadaja oscylacjom: uktad zachowuje sig jak oscylator harmoniczny.

Innymi stowy: rozwiazanie kazdego jednorodnego (inaczej autonomicznego) linio-
wego réwnania rozniczkowego o stalych wspotczynnikach ma postaé ~ et! | gdzie 4,
stanowi zestaw roznych warto$ci wlasnych rownania — a zatem trajektorie w przestrzeni
fazowej (przestrzeni ,,wspotrzgdnych” stanu tego uktadu u,v) oscyluja z czgstoscia rowna
czescei urojonej A. Czg§¢ rzeczywista odpowiada za wzrost lub spadek (thumienie) odle-
glosci trajektorii od punktu stacjonarnego (rozwiazania zerowego).

Wokoét punktu (1,1) macierz Jacobiego” ma postaé:

0 -1

a 0
Réwnanie wlasne ma postaé: 2> + @, co przy dodatnioci « prowadzi do wartosci
czysto urojonych, a zatem rozwiazania sa niegasnacymi oscylacjami. Mozna to
sprawdzi¢ takze nie odwotujac si¢ do algebry: wprowadzmy nast¢pujace oznacze-

nie u jako niewielkie zaburzenie u wokot (1,1) i podobnie dla v. Mamy zatem
w przyblizeniu liniowym:

av _ _gu
de = %
co prowadzi przez catkowanie:
[vav = —a | i

do:
V2 +const=—au? < vZ+au? =const

czyli rownania elipsy. Podobng analiz¢ mozemy wykona¢ dla punktu (0,0). Otrzy-
mujemy wtedy operator:

2 Macierz Jacobiego to macierz pierwszych pochodnych rozwazanego odwzorowania.
Zadaje ona liniowe przyblizenie uktadu nieliniowego w otoczeniu punktu, w ktérym liczy-
my pochodne.
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ktorego wielomian charakterystyczny ma postaé: A* + (a— 1) A — a. Latwo widaé,
ze pierwiastki tego wielomianu sa przeciwnego znaku liczbami rzeczywistymi
(np. wzory Viete’a), co sugeruje, ze badany punkt jest punktem siodtowym. Po-
dobnie analitycznie: przez catkowanie otrzymujemy:

vu% = const
co przedstawia trajektorie na ptaszczyznie fazowej o charakterze hiperboli.

Przyjrzyjmy sig teraz rzeczywistemu, ,nieliniowemu” obrazowi przestrzeni
fazowej rozwazanego modelu. Przedstawia go rys. 1.

Rys. 1. Przestrzen fazowa dla modelu Lotki-Volterry

Widzimy teraz, ze nasze przyblizenia sa poprawne wokot punktéw stabilnych.
Okazuje si¢ rowniez, ze st¢zenia reagentdow badz liczebno$¢ populacji oscyluja
w czasie i oscylacje sa niettumione: uklad jest zachowawczy. Male zaburzenie
uktadu prowadzi do oscylacji o innej czgstosci i amplitudzie. Do tego problemu
jeszcze wrocimy.

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej oscylacjom. Zanim dokonamy dalszej analizy numerycznej,
sprobujmy zastanowi¢ si¢ nad $rednia koncentracja sktadnikow w sposob bardziej $cisty.
WezZmy pierwsze z réwnan (1) i przyjmijmy, ze okres oscylacji wynosi 7. Zbadajmy
srednig koncentracj¢ sktadnikow w przeciagu tego jednego okresu:

du
au _ .-
il u(l-v)

czyli:

1J>t+T1 du . IJ‘tJrT .
L Llaug L 1—v)dt
T udt TJd: ( M
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Calkowanie (zamiana zmiennych) oraz okresowos$¢ prowadzi do:
1 t+T 1 t+T
1——J. v(it)dt=0 < —J. v(t)dt =1
] () ] ()

a zatem v oscyluje wokot 1. Podobnie dla u:

1 t+T
?.[ u(t)de =1
t

Popatrzmy na wyniki analizy numerycznej tego zagadnienia (rys. 2).

Widzimy, ze rzeczywiscie oscylacje sa niegasnace, o tej samej $redniej koncentracji
sktadnikow. Ich jednak amplituda i czgsto$¢ zalezy zdecydowanie od warunkéw poczat-
kowych.

Rys. 2. Oscylacje uktadu dla warunkéw poczatkowych: uy = 1,9 oraz vy = 3,5

W omawianym modelu male zaburzenie prowadzi do ustalenia si¢ oscylacji
o innej amplitudzie i czgstotliwos$ci. Jest to wyrazne ograniczenie w stosunku do
rzeczywistych uktadow, w ktorych mamy raczej dazenie do stabilizacji oscylacji
na jednym ,,poziomie”. W obrazie przestrzeni fazowej takiego rzeczywistego
uktadu powinnis$my si¢ zatem raczej spodziewaé cyklu granicznego, ktory bytby
takim wlasnie atraktorem dla oscylujacych trajektorii.

3. Brusselator

Bardzo eleganckimi przykladami uktadéw wykazujacych oscylacje sa reakcje
chemiczne, znajdujace si¢ w stanach dalekich od rownowagi. Oscylacje moga
wystepowaé zardbwno w czasie jak i w przestrzeni’. Najbardziej znanym takim
procesem jest reakcja Bielousowa-Zabotynskiego. Czesto rozwazamy jednak
prostsze, chociaz hipotetyczne modele. Pozwalaja nam jednak lepiej zrozumiec
mechanizm sprzezenia zwrotnego, jaki obserwujemy w rzeczywistych zjawiskach.
Jeden model, Lotki-Volterry, juz przeanalizowaliSmy.

* Musimy w naszej analizie uwzgledni¢ wtedy czton dyfuzyjny Vch.



FoToN 90, Jesien 2005 25

Opiszemy teraz pokroétce drugi model zwany brusselatorem. Nazwa pochodzi
od Brukseli, gdzie ten model zostat po raz pierwszy wprowadzony w grupie I. Pri-
gogine’a. Ten model generuje cykle graniczne. Cykl hipotetycznych reakcji wy-
glada nastepujaco:

4 b x

2X+y oy 3x

B+X —5 5 Divy

x Ly o0E

Podobnie otrzymujemy model matematyczny:
X =k A+k,X2Y —(kyB+ky)X
Y= kXY +kBX
ktory mozna przedstawié¢ w postaci bezwymiarowej:
x=1-(b +1)x +ax2y
y= bx—ax?y

ktora jest wygodniejsza do analizy. Punkt stacjonarny to: (1,2 ). Policzmy podob-
a

nie jak poprzednio macierz Jacobiego powyzszego uktadu:

b _ b-1 a
Df(laz)—[_b j

—a

~l-a+bt—-4a+(l+a-b)?2
2

zatem bogatsza, poniewaz posiada ,,dwuparametrowa” swobodg. Zauwazmy, ze

w zalezno$ci od wartosci tych parametrow zmienia si¢ znak czesci rzeczywistej

warto$ci wlasnych, co powoduje jakosciowa zmiang w dynamice uktadu — tzw.

bifurkacjg.

. Dynamika uktadu staje si¢

Jej warto$ci wlasne to:

Bifurkacja mozna najprosciej nazwac nieciagla zmiang wlasciwosci ukladu przy zmia-
nie pewnego parametru, od ktorego ten uktad zalezy. Jako prosty przyktad mozemy
wzia¢ rownanie wahadta thumionego X + & + kx = 0.

W zaleznosci od wartosci kontrolnego parametru ¥ mozemy uzyskiwaé rdzne obrazy
na plaszczyznie fazowej. Wartosci wlasne operatora 4 zaleza od wartosci wspotczynnika

thumienia .
0 1
—k ¥
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Poldézmy za k np. 3 i przyjrzyjmy si¢ zachowaniu warto$ci wlasnych (ich czgsci rzeczy-
wistych i urojonych) przy zmieniajacym si¢ parametrze y. Warto$ci wlasne wynosza od-

powiednio: %[;f 12+ y2 } Widaé ze w przedziale (—2\/3,2 3) wartosci wlasne

sa zespolone, a dla pozostalych warto$ci rzeczywiste. W tym przedziale réwniez
rzeczywiste czg¢sci wartosci wtasnych sa sobie rowne.

Widzimy zatem ze uktad posiada trzy ,,punkty zwrotne”, zwane punktami bifurkacji.
W tych punktach cata struktura przestrzeni fazowej ulega zmianie (rys. 3).

Rys. 3. Zalezno$¢ czgsci rzeczywistych wartosci whasnych od parametru y

Dla b =1 + a czgsci rzeczywiste warto$ci wlasnych znikaja i mamy punkt bi-
furkacji (zwanej bifurkacjq Hopfa), ustalmy a = 1 i zmieniajmy b. Ponizsze rysun-
ki ilustruja zmiany, jakie zachodza w przestrzeni fazowej dla zmieniajacego sig b.

Zgodnie z zapowiedzia, brusselator generuje stabilne oscylacje w postaci
cykli granicznych i stanowi dobry punkt wyj$cia do konstrukcji modeli opisuja-
cych rzeczywiste uktady, takie jak reakcja Bietousowa-Zabotynskiego, rozprze-
strzenianie si¢ epidemii itp.

5 -

1 2 3 4

[&]

Rys. 4. Punktowy atraktor
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Rys. 5. Punkt bifurkacji

1 2 3

N
o

Rys. 6. Cykl graniczny
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Rysunki zostaly wykonane za pomoca programu Mathematica 5.0 przy uzyciu funkcji
PhasePlot z pakietu poswigconego zwyczajnym rownaniom roézniczkowym dostgpnego pod
adresem: http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/4397/

Mozna oczywiscie wykorzysta¢ do wykonywania takich rysunkéw dowolny inny program.
Do zabaw tego typu z roznymi rownaniami serdecznie Czytelnikow zachgcam.
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