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1. Wstep

W poprzednim numerze (Foton 111) znalazt si¢ artykut pt. Fraktale, w ktorym
na prostych przyktadach przedstawiliSmy zagadnienie samopodobienstwa,
utamkowego wymiaru oraz zbiorow Julii. Czytelnikom niezaznajomionym
z tymi tematami goraco polecamy lekture wspomnianego artykutu, ktorego ten
tekst jest kontynuacja. Z jego trescig mozna zapozna¢ Si¢ takze w Internecie
(link podany na koncu artykutu).

Wszystko, co méwimy, jest zakodowane jezykiem, ktorego uzywamy. Skia-
da si¢ on z abstrakcyjnych poje¢ okreslajagcych przedmioty, czynnosci czy ce-
chy. Pojedyncze pojecia sktadajg si¢ W wigksze grupy tworzace zdania, ktore
niosa ze sobg wigcej tresci niz pojedyncze stowo. Okazuje sie, ze fraktale takze
mozna zapisa¢ za pomocg ,,stow” — prostych instrukcji, ktorych zestawienie
daje zaskakujacy efekt w postaci skomplikowanej matematycznej struktury. Do
takiej konstrukcji moze stuzy¢ abstrakcyjne pojecie wirtualnej maszyny zwanej
MRCM (multiple reduction copy machine — maszyna wielokrotnie redukujaca
i kopiujaca), czyli tytutowa maszynka do fraktali.

2. Czym jest MRCM?

Wyobrazmy sobie jakas maszyne. Aby mogta ona pracowac, trzeba jej dostar-
czy¢ materiatu, nasza maszyna begdzie dziata¢ na obrazkach. Nad tym materia-
fem ma ona wykona¢ konkretne czynnosci, a na koniec zwraca ,,obrobiony”
material. Jezeli dotozymy sprzezenie zwrotne, to otrzymamy maszyng, ktora
dziala w nieskonczonos¢ ,,obrabiajac” to, CO juz ,,obrobita”. Mamy teraz ma-
szyn¢ dziatajaca w cyklu. Teraz przyjrzyjmy si¢ jej dziataniu. Zatézmy, ze na-
sza maszyna pomniejsza to, co do niej wrzucamy (chociaz dozwolone sa
wszystkie transformacje afiniczne — skalowanie, obrét, odbicie, jednoktadne
odwzorowania itp.).

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze wynik sktada si¢ z wielu pomniejszonych
kopii obrazka poczatkowego, otrzymamy wiasnie MRCM. MRCM mozna od-
nie$¢ w matematyce do deterministycznych iterowanych uktadow funkcji (de-
terministic iterated function systems — IFS). Kazda taka maszyna charakteryzuje
si¢ tym, ile tworzy kopii obrazka wejsciowego, jak bardzo pomniejszona lub
przeksztatcona jest kazda z kopii oraz jak pouktadane sg kopie tworzac osta-
teczny obrazek.
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2.1. Transformacje afiniczne

W tym miejscu warto wspomnie¢, czym doktadnie sg transformacje afiniczne.
Wiemy, ze nasza maszyna moze dokonywaé skalowania, obrotow, odbi¢ oraz
odwzorowan jednoktadnych. Nasza MRCM pracuje na ptaskich obrazkach,
podzbiorach ptaszczyzny. Taka ptaszczyzna moze by¢ opisana za pomoca kar-
tezjanskiego uktadu wspotrzednych: dobrze znanych osi x oraz y. Potozenie
kazdego punktu P ptaszczyzny mozemy okreslic wzgledem poczatku uktadu
podajac jego wspotrzedne: P = (X, Yp). Takie punkty mozna dodawac lub mno-
zy¢ przez skalar (liczbg). Przy dodaniu punktow P; = (Xq, Y1) i P2 = (X2, Y2) po-
wstanie punkt P3 = (X; + Xp, Y1 + ¥2). A jezeli pomnozymy punkt P, przez liczbe
b to otrzymamy punkt P4 = (bxy, by,). Co jednak najbardziej interesuje nas w tej
dziedzinie, to odwzorowania afiniczne. Odwzorowania te przeksztatcajg jedne
punkty ptaszczyzny w inne. Sa one liniowe, czyli dla kazdych punktéw P, oraz
P,, na ktore dziata odwzorowanie F oraz liczb p i q prawdziwe jest rownanie:
F(pP: + gP,) = pF(P,) + gF(P,). Transformacje, ktore wykonuje nasza maszy-
na, mozna zapisa¢ W jezyku takich wiasnie odwzorowan. Zatozmy, ze mamy
punkt P = (x, y), ktory przeksztatcany jest w punkt F(P) = (u, v). Wtedy moze-
my zapisac:
u=ax+hy+c

v=dx+ey+f

Takie odwzorowanie jest zdefiniowane przez 6 liczb a, b, c, d, e, f. Za obro-
ty, skalowania i tego typu przeksztatcenia odpowiedzialne sg wspotczynniki a,
b, ¢, d, natomiast pozostate dwa za translacje (przesunigcie).

2.2. Cechy MRCM

Wyobrazmy sobie maszyne, ktora pobiera obrazek poczatkowy, pomniejsza go
2 razy i umieszcza 3 kopie w wierzchotkach trojkata rownobocznego. Wezmy
za obrazek poczatkowy:

Rys. 1. Przyktadowy obrazek poczatkowy
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W wyniku dzialania maszyny otrzymamy:
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Rys. 2. Pierwsze kroki dziatania maszyny na naszej rozy

Po trzech cyklach dziatania maszyny widzimy co$ zblizonego do trojkata
Sierpinskiego. Zobaczmy, co sig¢ stanie, gdy uzyjemy wiasnie jego jako obrazka
poczatkowego:

Rys. 3. Dziatanie maszyny nad trojkatem Sierpinskiego

Dana maszyna dziatajaca na trojkat Sierpinskiego nic nie zmienita. Taki ob-
razek, do ktorego dazy maszyna niezaleznie od obrazka na wej$ciu, nazywamy
atraktorem. Do jednego atraktora moze jednak dazy¢ wiele maszyn. Dodatkowo
dana maszyna daje taki sam wynik niezaleznie od wejsciowego obrazka. To
fascynujace, ze niewazne, cO wrzucimy do naszej maszyny, i tak otrzymamy
taki sam wynik. Wyobrazmy sobie, ze chcielibySmy poznaé sposob dziatania
jakiejs konkretnej maszyny MRCM. W takim wypadku wystarczy uruchomié
maszyng¢ tylko raz: jeden cykl zdradzi nam wszystkie przeksztatcenia, ktore
dokonywane sa nad wejsciowym obrazkiem. Oczywiscie musimy wybrac
ksztalt na tyle dowolny, by dato sie zauwazy¢é wszystkie przeksztatcenia afi-
niczne, bowiem wybierajac przyktadowo kwadrat nie datoby sie zauwazy¢ np.
odbicia lustrzanego czy obrotu 0 90°. Sposob przeksztalcenia wejsciowego
obrazka przez MRCM nazwiemy schematem. Okazuje si¢, ze przy uzyciu
MRCM mozna tworzy¢ nie tylko fraktale, ale rézne inne struktury. Jednak ich
opis przy uzyciu tej metody wecale nie jest prostszy od innych, wigc nie poswie-
ca si¢ temu duzo uwagi.



FoTton 112, Wiosna 2011 31

2.3. Konstrukcje fraktali

Teraz pokazemy, jak za pomoca deterministycznych iterowanych funkcji (ktore,
jak juz powiedzieliSmy, Sg matematycznym odpowiednikiem MRCM) skon-
struowac znany nam juz zbior Cantora oraz dywan Sierpinskiego. Wezmy odci-
nek o dtugosci 1. Niech nasza funkcja transformuje go zgodnie ze schematem:

I

Rys. 4. Przeksztalcenie odcinka w identyczny odcinek

Uzyskana transformacja nie jest zbyt ciekawa, zmienia odcinek w odcinek
o tej samej dtugosci. Jednak wystarczy ,,wyrzuci¢” $rodkowa czesé, aby po
Kilku iteracjach otrzyma¢ charakterystyczne punkty zbioru Cantora, wedlug
schematu:

I

Rys. 5. Przeksztalcenie odcinka w zbior Cantora

Wynik dziatania mozemy obejrze¢ na ponizszym obrazku:

Rys. 6. Kolejne etapy powstawania zbioru Cantora

Chcac zapisa¢ te transformacje w jezyku MRCM musielibysmy tylko usta-
li¢, ze obrazek poczatkowy skalujemy do 1/3 wielkosci i umieszczamy na $rod-
ku przeciwlegtych koncoéw obrazka wynikowego.

Skonstruujmy teraz dywan Sierpinskiego. Zrobmy schemat dziatania takiej
funkcji. Niech bierze ona obrazek wejsciowy, skaluje go do 1/9 poczatkowe;j
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wielkosci (powierzchni) i umieszcza 9 kopii tak, aby na siebie nie zachodzity.
Schemat wyglada tak:
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Rys. 7. Schemat dziatania maszyny. Pola z literkg L to kopie rysunku wejsciowego

Teraz usunmy t¢ czes¢, ktora znajduje si¢ W srodku. Jezeli przeprowadzimy
odpowiednio wiele iteracji, to otrzymamy taki ksztatt:

Rys. 8. Dywan Sierpinskiego

Co ciekawe, bardzo prosto mozna stworzy¢ na pierwszy rzut oka skompli-
kowane twory, takie jak papro¢ Barnsleya. Jest ona zakodowana za pomocg
tylko czterech przeksztalcen, ktorym odpowiadaja na ponizszym schemacie
kopie obrazka po lewej, oznaczone cyframi 1, 2, 3, 4. Transformacja 4 to prze-
ksztatcenie wejsciowego obrazka w ksztatt bliski odcinkowi. Transformacje zas
1, 2 oraz 3 to proste translacje, obroty i przeskalowania, a w przypadku 3 obra-
zek zostat rOwniez rozciagnigty.

L

Rys. 9. Schemat przeksztatcen, dzigki ktérym otrzymamy papro¢ Barnsleya
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Kompletna papro¢ przedstawia si¢ nastgpujaco:

{
Y

Rys. 10. Gotowa papro¢. Podobienstwo do naturalnej jest uderzajace

3. L-uklady

Zat6zmy, ze mamy prosty wielokomoérkowy organizm, alge. Sktada si¢ ona
tylko z jednego tancucha komorek. Sg dwa rodzaje komorek: wyspecjalizowa-
ne, ktore nie dzielg sig, oraz niewyspecjalizowane, ktore ulegaja podziatowi.
W wyniku podziatu powstaja dwie komorki, z ktorych jedna jest nieznacznie
wigksza od drugiej. Zat6zmy, ze alga utozona jest poziomo. Rozmnazaniem si¢
komorek tego organizmu rzadzg proste zasady: lewa komoérka potomna lewej
komorki potomnej jest mniejsza oraz prawa komorka potomna prawej komorki
potomnej roéwniez jest mniejsza. Zaczynajac od mniejszej, lewej komorki po-
tomnej schematycznie wyglada to tak:

===

Rys. 11. Schemat mnozenia si¢ komorki algi

Zalézmy, ze chcielibySmy zapisa¢ zasady wzrostu algi w systematyczny
sposob. Oznaczmy sobie strzatkg, odpowiednio lewa i prawa, z ktorej strony
powstata komorka potomna. Oznaczmy tez mata komorke literg A, a duza ko-
morke literag B. Wtedy nasz schemat wygladal bedzie tak:

A

AB

ABBA
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Zasady wzrostu komorki mozna wiec zapisac jako:
Stan poczatkowy: A
Zasady:

A— AB

A—BA

B— AB

B—BA
Zbidr regut oraz stan poczatkowy (zwany axiomem) stanowig istot¢ L-uktadow.

ChcielibySmy teraz zajac¢ si¢ tworzeniem klasycznych fraktali za pomoca

L-uktadow. Jako pierwszy wezmiemy krzywa Kocha, ale najpierw wprowadzi-
my pewne oznaczenia. Oznaczmy F jako odcinek o ustalonej dtugosci, f jako
odcinek o dtugosci takiej, jak F, ktorego jednak nie rysujemy na naszym obraz-
ku, @ jako obrot przeciwnie do ruchu wskazowek zegara o ustalony kat a, a &
jako obrét zgodnie z ruchem wskazowek zegara o taki sam kat a. Za pomoca
tych znakéw bedziemy mogli zakodowac konstrukcje wyspy Kocha jak i innych
fraktali. Zobaczmy, jak to wyglada w praktyce. Rysowa¢ zaczynamy od dowol-
nego punktu w prawo. Zatézmy, ze dtugos¢ F to 1, a Kat, o ktory chcemy obra-

ca¢, to a = 90°. Przyktadowa instrukcja F, &, f, &, F, &, F, f, ®, F wyglada
nastepujaco (rysujemy kolejne graficzne interpretacje symboli):

=

Rys. 12. Rysunek pokazujacy, jak graficznie zinterpretowac¢ przyktadowa instrukcje

Takie oznaczenia sa bardzo wygodne w jezyku L-uktadow. Zapiszemy w nim
klasyczng konstrukcje znanej nam juz krzywej Kocha. Aby utworzy¢ nasza
krzywa musimy wziac¢ parametr a = 60° i zacza¢ od prostej linii (ktora jest teraz
naszym axiomem).

Axiom: F
Zasady:
F>F&®FJ JF®F
®—->D
-

Parametr: o = 60°
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W rzeczywistos$ci powstajacy obraz jest coraz wigkszy, ale wystarczy prze-
skalowa¢ go i otrzymamy to, co chcieliSmy. Zaprzggnijmy teraz nasze nowo
odkryte narzedzie do konstrukcji prostej trawy. Potrzebne nam bedzie jeszcze
jedno oznaczenie na rozgatgzienia: beda to nawiasy kwadratowe. To, co bedzie
W nie ujete, naleze¢ bedzie do jakiego$ odgatezienia. Dodatkowo wprowadzimy
symbol B, ktory bedzie po prostu pomijany przy rysowaniu. Przyktadowe zasa-
dy wygladaja tak:

Axiom: B
Zasady:
F—FF

B — F[®B] F[2 B] ® B

Parametr: o = 20°
Stosujac je otrzymamy:

Rys. 13. Takie i wiele podobnych ro$lin
mozna tatwo stworzy¢ za pomoca L-systemow

Opisane przyktady to tylko bardzo proste przypadki omawianych zagadnien.
Bardziej zaawansowane L-uktady mogg uwzglednia¢ w zasadach np. sgsiedz-
two danego symbolu i reagowac na nie. Takie L-uktady, zwane parametrycz-
nymi, stuzg do tworzenia zadziwiajaco realistycznych modeli biologicznych
oraz przepigknych krajobrazow, czgsto wykorzystywanych w filmach science
fiction.

4. Podsumowanie

Maszynki do fraktali to bardzo proste konstrukcje majace zadziwiajace whasci-
wosci. Zestaw prostych polecen zarowno w MRCM jak i L-systemach moze
pomoc nam w uzyskaniu roznorodnych fraktali. Te z kolei mozemy wykorzy-
sta¢ w sposob roznoraki. Od zastosowan artystycznych do naukowych.
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