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Rachunek wariacyjny to metoda znajdowania funkcji lub warto$ci parametrow,
ktére minimalizujg lub maksymalizujg wartosci pewnych wielkosci fizycznych.
Zagadnienia, w rozwigzaniu ktoérych pomocny jest rachunek wariacyjny, spoty-
kamy we wszystkich dziatach fizyki. Dla przyktadu, w mechanice klasycznej,
do odpowiedzi na pytanie o ksztalt tancucha zaczepionego na obu koncach
w polu grawitacyjnym prowadzi zasada, u podstaw ktorej lezy wymog mini-
mum grawitacyjnej energii potencjalnej takiego tancucha w stanie rownowagi.
W optyce geometrycznej najbardziej znang zasadg wariacyjng jest zasada Fer-
mata, ktora orzeka, ze promien $wietlny porusza si¢ migdzy dwoma punktami
po takiej trajektorii sposréd wszystkich mozliwych, aby czas tego ruchu byt
najkrotszy. Zasada Fermata prowadzi do znanych ze szkoty praw odbicia
i zatamania dla promienia §wietlnego; to drugie zwane jest prawem Snelliusa.

Analogia do prawa odbicia
Rozwazmy na poczatek dwa punkty, A i B, lezace na polptaszczyznie o wspot-
czynniku tarcia f, graniczacej z potptaszczyzng o nieskonczonym wspoétczynni-
ku tarcia. Punkt materialny porusza si¢ w kierunku granicy potplaszczyzn
(o$rodkow). Dla jakiego toru praca sit tarcia na drodze od A do B bedzie naj-
mniejsza? Przyjmujemy, ze warto$¢ sity tarcia jest iloczynem wartosci cigzaru
ciata (w polu grawitacyjnym) i wspolczynnika tarcia.

Umies¢my punkty A i B w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, jak na ry-
sunku 1.
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Rys. 1. Trajektoria punktu materialnego, poruszajacego si¢ od A do B po drodze, na ktorej sity
tarcia wykonuja najmniejsza mozliwa prace
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O$ X jest granicg potplaszczyzn (o$rodkdw) o réznych wspotczynnikach tar-
cia, A=(0,h) oraz B=(x+Y,h). Tor ruchu sktada si¢ z dwoch odcinkoéw, AG
i GB, gdzie G =(0,x) jest punktem toru lezagcym na osi X.

Oznaczmy: AG = I, i GB = I,. Niech w(x) bedzie pracg sit tarcia po drodze
AGB, na jednostke cigzaru:

w(x)= fl(\ix2 +h? +Jy? + h2)

dw(x)
dx

Szukamy minimum funkcji w(x). Z rownania =0, mamy:
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lub rbwnowaznie:

z czego wynika, ze
sing,
sing,

=l= g =aq,

(co jest rownowazne z warunkiem X = y). UzyskaliSmy zatem prawo rowno-
wazne prawu odbicia dla swiatla — kat padania i kat odbicia sa réwne. Warto
zaznaczy¢ w tym miejscu, ze prawo odbicia bedzie prawdziwe réwniez wtedy,
gdy ciato bedzie poruszato si¢ bez tarcia.

Analogia do prawa Snelliusa

Rozwazmy teraz przypadek kolejny — dwa punkty, A; i Ay, lezace na potptasz-
czyznach o réznych wspotczynnikach tarcia kinetycznego (odpowiednio f; i f,).
Po jakim torze powinien porusza¢ si¢ punkt materialny od A; do A,, aby praca
sit tarcia byta najmniejsza?

Ponownie przyjmujemy, ze warto$¢ sity tarcia jest iloczynem wartosci cieza-
ru ciata i wspotczynnika tarcia. Umiesémy punkty A; i A; jak na rys. 2.

Os$ X jest granica potplaszczyzn (osrodkow) o réznych wspotczynnikach tar-
cia, A = (0,h,) oraz A, =(d,—h,). Tor ruchu skfada si¢ z dwoch odcinkow,
AiG i GA,, gdzie G = (x,0) jest punktem toru lezacym na osi X. Oznaczmy:
A1G =111 GA; = |,. Niech w (x) bedzie pracg sit tarcia po drodze A;GA;, na jed-
nostke cigzaru:

W(X) = fX2+h2 + f,/(d —x)? +hZ
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Rys. 2. Trajektoria ruchu ciata przechodzacego przez granice osrodkow o réznych wspolczynni-
kach tarcia taka, ze praca sit tarcia osigga minimum

Szukamy minimum funkcji w (x). Z réwnania % =0, mamy:
fx  f,(d-x)

Je+ne Jd-x2+h
lub rOwnowaznie:
d-x

|2

fX=t,

Il

Druga pochodna funkcji w (x) jest zawsze dodatnia:
d*w(x) fiht f.h3

A2 (w2 .2\ * 2 h?

(x2+hZ)™" ((d-x)?+h3)

3/2 >0

a wigc funkcja W(X) osigga minimum dla tej warto$ci X, ktorg mozna wyznaczy¢
?. Oznaczajac przez oy i a, katy, jakie odcinki A;G
2

i GA; tworza z osig Y (normalng), powyzszy wzor mozemy przepisa¢ nastepu-
jaco:

, . X
Z rownania f, L= f,
1

sing,  f

2
sina, f

Otrzymujemy zatem wyrazenie podobne do tego, jakie opisuje przechodzenie
promienia $wietlnego przez granic¢ osrodkéw o rdéznych wspotczynnikach za-
ina, n

tamania: =2
a, n

, gdzie n; oznacza wspoétczynnik zatamania $wiatta i-tego

osrodka.
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Pamigtajmy jednak, ze prawo odbicia i zatamania §wiatta otrzymuje si¢
z innych zatozen fizycznych, lecz réwniez znajdujac minimum: wielkoscig mi-
nimalizowang w tym wypadku jest czas przejscia promienia $wietlnego (czota
fali elektromagnetycznej) pomiedzy dwoma punktami. Widzimy wiec daleko
posuni¢ta analogic z optyka. Zawiera si¢ nie tylko w tej samej postaci prawa
wiazacego kat padania i zalamania, lecz rowniez w tym, ze wspotczynnik tarcia
pelni t¢ sama role w omawianym zagadnieniu, co w optyce wspolczynnik zata-
mania.
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Klocek na kotkach zjezdza po réwni pochylej, ktora sklada si¢ z dwoch po-
wierzchni o roéznych wspoélczynnikach tarcia. Wida¢ wyraznie, ze trajektoria
srodka CM masy klockow zalamuje si¢ ku normalne;.

Kolejne fazy ruchu (fot. Marek Gotgb)



