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Jak dyfuzja anomalna stała się normalna 
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Dyfuzja jest procesem samoistnego przemieszczania się cząsteczek na skutek 

zderzeń z innymi cząsteczkami. Zderzenia te mogą zachodzić zarówno pomię-

dzy dyfundującymi cząsteczkami jak i cząsteczkami ośrodka, w którym odbywa 

się dyfuzja. Makroskopowo dyfuzja prowadzi do wyrównywania stężeń dyfun-

dujących cząsteczek w układzie. Typowym doświadcze-

niem demonstrującym makroskopową dyfuzję jest umiesz-

czenie w szklance wody kropli atramentu. Wraz z upływem 

czasu stężenie atramentu wyrównuje się, a woda w całej 

swojej objętości zostaje zabarwiona. Metody eksperymen-

talne pozwalają nie tylko na obserwację makroskopowej 

dyfuzji, ale także na obserwacje i śledzenie ruchu pojedyn-

czych cząsteczek, wywołanego licznymi, nieregularnymi 

zderzeniami z cząsteczkami otoczenia. 

Stwierdzenie, że dyfuzja jest wywołana licznymi, chao-

tycznymi zderzeniami między cząsteczkami cieczy lub gazu 

wydaje się obecnie oczywiste ze względu na niekwestio-

nowaną atomistyczną budowę materii. Jednak nie zawsze 

tak było. W 1785 roku holenderski fizjolog, biolog i chemik 

Jan Ingenhousz opisał nieregularny ruch pyłu węglowego 

na powierzchni alkoholu. Podobnych stwierdzeń dokonał 

szkocki botanik Robert Brown w roku 1827, obserwując 

ruch zawiesiny pyłków roślinnych oraz cząsteczek nieorga-

nicznych w wodzie. Jego obserwacje wykluczyły organicz-

ną przyczynę ruchu, ale ani Ingenhousz, ani Brown, nie 

podali wytłumaczenia chaotycznych, nieregularnych prze-

mieszczeń obserwowanych cząsteczek. Na wytłumaczenie 

ruchów Browna trzeba było zaczekać do początku XX wie-

ku. Od tamtego czasu, ze względu na rozwój metod ekspe-

rymentalnych oraz teoretycznych, obraz dyfuzji jak i jej 

zrozumienie uległo licznym zmianom. 

Wytłumaczenie ruchów Browna zostało niezależnie po-

dane przez Alberta Einsteina (1905) i Mariana Smoluchow-

skiego (1906), którym udało się nie tylko stworzyć teorię 

ruchów Browna, ale także powiązać współczynnik dyfuzji 

ze znanymi wielkościami (relacja Smoluchowskiego-Ein-
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steina). Podobny związek wyprowadził także William Sutherland w 1904 roku. 

W tym kontekście należy także wymienić francuskiego matematyka Louisa 

Bacheliera, który w swojej rozprawie doktorskiej z 1900 roku wykorzystał teo-

rię procesów stochastycznych (ruchów Browna) do opisu cen na giełdzie. 

Liczne zderzenia dyfundujących cząsteczek prowadzą do rozpływania się 

cząstek umieszczonych początkowo w jednym punkcie. Makroskopowo ewolu-

cję gęstości prawdopodobieństwa znalezienia cząstek opisuje równanie dyfuzji 
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12 .K t   Natomiast związek fluktuacyjno-dyssypacyjny (relacja Smoluchow-

skiego-Einsteina) 
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wiąże z sobą współczynnik dyfuzji K1 (miara fluktuacji) ze znanymi i wyzna-

czonymi wielkościami: T – temperatura, m – masa cząsteczki, kB – stała Bolt-

zmanna oraz   – lepkość (dyssypacja). Stała Boltzmanna jest równa B

A

R

N
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gdzie R jest stałą gazową, a NA liczbą Avogadra. 

 

Teoria rozwinięta przez Einsteina i Smoluchowskiego może zostać wyko-

rzystana do wyznaczenia liczby Avogadra. Współczynnik dyfuzji K1 można 

wyznaczyć mierząc wariancję przemieszczenia wielu dyfundujących cząste-

czek. Dzięki znajomości związku fluktuacyjno-dyssypacyjnego znalezionego 

przez Smoluchowskiego, Einsteina i Sutherlanda oraz znajomości pozostałych 

wielkości występujących w tym związku, francuski fizyki Jean-Baptiste Perrin 

w 1908 roku wyznaczył liczbę Avogadra. Rysunek 1 pokazuje trzy przykłado-

we trajektorie drobin kitu zarejestrowane przez Perrina wraz z wykresem, na 
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podstawie którego wyznaczono gęstość prawdopodobień-

stwa ( , )P r t  oraz 2r  , a następnie liczbę Avogadra. Do-

świadczenia te były początkiem całej serii eksperymentów 

prowadzących do coraz dokładniejszego wyznaczenia tejże 

stałej. W 1926 roku Jean-Baptiste Perrin został uhonorowany 

Nagrodą Nobla z fizyki „za prace dotyczące nieciągłej bu-

dowy materii, a szczególnie za odkrycie równowagi w pro-

cesach osadzania”. 
 

 

 

Rys. 1. Trajektorie ruchów Browna obserwowane przez Perrina za: J. Perrin, Ann. chim. et d. 

phys. VIII 18, 5 (1909). Łamana łączy zarejestrowane położenia drobin kitu 

 

 

Liczbę Avogadra można wyznaczyć nie tylko na podstawie obserwacji poło-

żenia wielu cząsteczek, ale także na podstawie pojedynczej długiej obserwacji 

(trajektorii). Tego typu doświadczenia zostały wykonane między innymi przez 

Ivara Nordlunda (1913) oraz Eugene Kapplera (1931). Podobnie jak poprzed-

nio, taki pomiar opiera się na teorii Smoluchowskiego, Einsteina oraz na hipo-

tezie ergodycznej, która pozwala na zamianę średnich po zespole na średnie po 

czasie 
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Dla średniego przemieszczenia kwadratowego hipoteza ergodyczna prowadzi 

do następującego związku 
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gdzie 
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Efektywny opis układów stochastycznych zawdzięczamy 

francuskiemu fizykowi Paulowi Langevinowi. Jest on twór-

cą dynamiki stochastycznej opartej na stochastycznym rów-

naniu różniczkowym (obecnie nazywanym równaniem Lan-

gevina). Langevin założył, że skomplikowane, nie w pełni 

znane oddziaływania badanej cząstki z otoczeniem może 

zostać przybliżone przez szum, czyli proces stochastyczny 

o określonych własnościach. W najprostszej, przetłumionej 

formie równanie Langevina przyjmuje postać 
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gdzie  x t  jest położeniem cząstki Brownowskiej, a ( )t  jest białym szumem 

gaussowskim, dla którego  

  ( ) 0t    (12) 

oraz 
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Z powyższego równania Langevina automatycznie wynika 

  2
1( ) 2 .x t K t    (14) 

Proces  x t  jest tak zwanym procesem Wienera (ruchem Browna). Ewolucja 

gęstości prawdopodobieństwa zmiennej x opisana jest przez równanie dyfu-

zji (1).  

Dyfuzja jednak nie zawsze musi być taka sama i nie zawsze przebiega tak 

samo, a obserwowane różnice nie sprowadzają się tylko i wyłącznie do różnych 

wartości współczynnika dyfuzji K1. Rysunek 2 pokazuje dwie dwuwymiarowe 

trajektorie, które posiadają różne własności. Dlatego pojawia się naturalne py-

tanie: jak można zdefiniować, rozróżnić i scharakteryzować różne rodzaje dyfu-

zji? W przedstawionych dotychczas modelach wariancja (średnie przemiesz-

czanie kwadratowe) rośnie liniowo w czasie 

  2
1( ) 2 .x t K t    (15) 
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Rys. 2. Dwuwymiarowe trajektorie odpowiadające dyfuzji anomalnej (lewa kolumna) i normalnej 

(prawa kolumna) 

 

 

Jednak nie zawsze tak musi być. Już w 1926 roku Levis Fry Richardson badał 

dyfuzję w przepływie turbulentnym, dla której zaobserwował nieliniowy wzrost 

średniego przemieszczania kwadratowego 

  2 3( ) .x t t    (16) 

Zwykle to właśnie średnie przemieszczanie kwadratowe jest używane do okre-

ślenia rodzaju dyfuzji 

   
2

( ) (0)x t x t   (17) 

a o rodzaju dyfuzji decyduje wartość wykładnika .  Według uproszczonego 

podziału 1   odpowiada dyfuzji normalnej, która była badana między innymi 

przez Smoluchowskiego i Einsteina. Odstępstwa wykładnika   od jedności 

wskazują zwykle na dyfuzję anomalną: 1   odpowiada subdyfuzji, a 1   

superdyfuzji. Układy anomalne nie są opisane zwykłym równaniem dyfuzji (1). 

Mikroskopowy obraz dyfuzji polegający na licznych zderzeniach badanej 

cząsteczki z cząsteczkami otoczenia znajduje swoje odzwierciedlenie w równa-

niu Langevina i teorii procesów stochastycznych. Z matematycznego punktu 

widzenia dyfuzja normalna jest naturalną konsekwencją centralnego twierdze-

nia granicznego, które głosi, że suma wielu niezależnych zmiennych losowych 

(scharakteryzowanych skończoną wariancją) pochodzących z takiego samego 

rozkładu prawdopodobieństwa jest zbieżna do rozkładu normalnego. Dla dy-

fundującej cząsteczki sumowanymi przyczynkami są jej losowe przemieszcze-

nia, które w pierwszym przybliżeniu można potraktować jako ograniczone 

i niezależne. Dlatego gęstość prawdopodobieństwa dyfundującej cząsteczki jest 

opisana rozkładem Gaussa. 
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Centralne twierdzenie graniczne wymaga, aby sumowane przyczynki były 

„ograniczone” (posiadały skończoną wariancję) i niezależne. Osłabienie założeń 

centralnego twierdzenia granicznego na ogół będzie prowadziło do dyfuzji 

anomalnej. Proste możliwe modyfikacje zakładają losowanie długości skoków 

z rozkładów ciężkoogonowych. Założenie, że skoki nie są niezależne lub że 

odbywają się one w sposób nieregularny, tzn. w taki, że średni czas oczekiwa-

nia na kolejny skok nie jest dobrze określony. Dane eksperymentalne pokazują, 

że istotnie mamy do czynienia z tego typu odstępstwami od dyfuzji normalnej 

i że są one bardzo częste. 

W układach silnie nierównowagowych często obserwuje się fluktuacje bar-

dziej ogólne niż gaussowskie. Przykładem zjawisk, w których obserwuje się 

fluktuacje o asymptotyce typu prawa potęgowego, są efekty dynamiczne 

w plazmie, dyfuzja w układach koloidalnych, relaksacja dielektryczna w ośrod-

kach anizotropowych, transport ładunkowy i energetyczny w konformacyjnie 

zmiennych biopolimerach, dyfuzja w sieciach optycznych oraz efektywne stra-

tegie poszukiwawcze. Układy tego typu nadal mogą być opisane za pomocą 

odpowiedniego równania Langevina, w którym zamiast białego szumu gaus-

sowskiego występuje biały szum α-stabilny, który jest naturalnym uogólnie-

niem białego szumu gaussowskiego. Zasadnicza zmiana zachodzi jednak na 

poziomie równania dyfuzji. Ewolucja gęstości prawdopodobieństwa jest opisa-

na ułamkowym równaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (0 2)   
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V(x) jest zewnętrznym potencjałem; α jest wykładnikiem charakteryzującym 

asymptotykę fluktuacji, która jest typu ( 1)| |x   . Pochodna ułamkowa (Riesza- 

-Weila) funkcji ( )f x  jest zdefiniowana poprzez swoją transformatę Fouriera 

ˆ ( )f k  
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(W granicy α = 2 (oraz dla α > 2) ułamkowa pochodna odtwarza drugą pochod-

ną cząstkową.  

W układach z pułapkami lub z zatłoczeniem również czasy oczekiwania na 

kolejny skok mogą pochodzić z rozkładów ciężkoogonowych. Obecność puła-

pek o różnej głębokości prowadzi do uwięzienia dyfundującej cząsteczki, co 

jest szczególnie dobrze widoczne w żywych komórkach, wypełnionych liczny-

mi organellami. Dlatego często obserwowany jest potęgowy rozkład czasów 

oczekiwania na kolejny skok 

  ( 1) .( )P      (20) 
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Dla rozkładu prawdopodobieństwa o asymptotyce prawa potęgowego z 1   

średni czas oczekiwania na kolejny skok jest nieskończony, co prowadzi do 

spowolnienia dyfuzji (subdyfuzji), a także łamania ergodyczności. 

Obecność przeszkód może modyfikować zarówno wła-

sności czasowe (uwięzienia, pułapkowanie dyfundującej 

cząsteczki), jak i przestrzenne (obcięcia długich skoków) 

dyfuzji, w efekcie czego geometria układu może prowadzić 

do niemarkowowskości (uwięzienia) oraz na powrót do 

gaussowskości (obcięcia długich skoków). 

W przypadku błądzeń przypadkowych z czasem ciągłym 

najbardziej ogólna sytuacja występuje, gdy zarówno długości 

skoków, jak i czasy oczekiwania na kolejny skok pochodzą 

z rozkładów ciężkoogonowych. Zakładając, że długości sko-

ków ∆x losowane są z rozkładu o asymptotyce (0 2)   

  (1 )) | ,( |P x x       (21) 

a czasy oczekiwania   mają asymptotykę ( 0 1  ) 

  (1 )( )P      (22) 

to ewolucja gęstości prawdopodobieństwa znalezienia cząsteczki w okolicach x 

w czasie t jest opisana przez podwójnie ułamkowe równanie Smoluchowskiego- 

-Fokkera-Plancka 
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 (23) 

Anomalie czasowe są odpowiedzialne za pojawienie się czasowej pochodnej 

ułamkowej Riemanna-Liouville’a zdefiniowanej równaniem (18) 
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Długie skoki odpowiadają za pojawienie się przestrzennej pochodnej Riesza- 

-Weila  
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
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Dla błądzeń przypadkowych z czasem ciągłym dla 1  średni czas oczekiwa-

nia na kolejny skok jest dobrze określony, a dla 2  wariancja długości skoku 

także jest skończona. W takiej sytuacji błądzenia przypadkowe z czasem cią-

głym są opisane przez standardowe równanie dyfuzji w zewnętrznym potencjale 

Andrei Markow  

(1856–1922) 



FOTON 129, Lato 2015 20 

V(x). 1   odpowiada dyfuzji niemarkowowskiej, a α < 2 tak zwanym lotom 

Lévy’ego. 

Układy opisane równaniem (23) wykazują anomalne skalowanie średniego 

przemieszczenia kwadratowego oraz dla 1   są nieergodyczne, czyli nie jest 

spełniona dla nich hipoteza ergodyczna (9). Występuje w nich słabe łamanie 

ergodyczności. Współzawodnictwo między długimi czasami oczekiwania na 

kolejny skok a długimi skokami może prowadzić do dyfuzji paradoksalnej, 

czyli takiej dyfuzji anomalnej, dla której średnie przemieszczenie kwadratowe 

skaluje się jak dla dyfuzji normalnej. Dzieje się tak dlatego, że długie czasy 

oczekiwania na kolejny skok mogą zostać skompensowane długimi skokami. 

Taka hipotetyczna możliwość wskazuje, że rozróżnienie rodzaju dyfuzji tylko 

i wyłącznie na podstawie średniego przemieszczenia kwadratowego w pewnych 

bardzo specjalnych sytuacjach może być nierozstrzygające. 

Liczne obserwacje doświadczalne, wykorzystujące metody śledzenia poje-

dynczych cząsteczek, pokazują, że powszechną, czyli normalną, jest dyfuzja 

anomalna. Dyfuzję normalną należy traktować jako dobrze zrozumiany model, 

będący pierwszym przybliżeniem dla bardziej ogólnych i skomplikowanych 

sytuacji, do opisu których konieczny jest bardziej zaawansowany opis matema-

tyczny niż cząstkowe równania różniczkowe. Badanie doświadczalne oraz 

teoretyczne układów prowadzących do dyfuzji anomalnej jest bardzo inten-

sywnie rozwijanym obszarem badań. Świadczą o tym liczne publikacje oraz 

konferencje poświęcone tym zagadnieniom. Podczas tegorocznego XLIII Zjaz-

du Polskiego Towarzystwa Fizycznego (Kielce, 6–11 września 2015) jedna 

z sesji specjalistycznych zostanie poświęcona procesom dyfuzji normalnej 

i anomalnej. 

Metody matematyczne rozwinięte i zastosowane do badania dyfuzji mogą 

być używane i do innych zagadnień. Tematyka badań zapoczątkowana przez 

Bacheliera dała początek matematyce finansowej, a później i ekonofizyce. 

Rozwinięte na ich potrzeby metody, w tym teoria procesów stochastycznych, 

znalazły liczne zastosowania. Z powodzeniem stosuje się je między innymi do 

badania dyfuzji oraz zjawisk indukowanych szumami, czyli zjawisk, które mają 

miejsce dzięki obecności szumu. Obecność szumów w układach fizycznych jest 

nie tylko niepożądana, ale prowadzi do szeregu zjawisk demonstrujących kon-

struktywną rolę fluktuacji w układach dynamicznych. Przykładem takich zja-

wisk są między innymi rezonans stochastyczny, aktywacja rezonansowa oraz 

efekt zapadkowy, które także mogą być badane w obszarze dyfuzji anomalnej. 

 

Serdecznie dziękuję Pani Profesor Ewie Gudowskiej-Nowak za zainteresowanie 

mnie zagadnieniami transportu anomalnego oraz liczne cenne sugestie podczas 
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