FoTtoN 129, Lato 2015 13

Jak dyfuzja anomalna stala si¢ normalna

Bartlomiej Dybiec
Instytut Fizyki UJ

Dyfuzja jest procesem samoistnego przemieszczania si¢ czasteczek na skutek
zderzen z innymi czasteczkami. Zderzenia te moga zachodzi¢ zaréwno pomig-
dzy dyfundujacymi czasteczkami jak i czasteczkami osrodka, w ktorym odbywa
si¢ dyfuzja. Makroskopowo dyfuzja prowadzi do wyréwnywania stezen dyfun-
dujacych czasteczek w uktadzie. Typowym doswiadcze-
niem demonstrujgcym makroskopowa dyfuzje jest umiesz-
czenie w szklance wody kropli atramentu. Wraz z uptywem
czasu stezenie atramentu wyrownuje si¢, a woda w calej
swojej objetosci zostaje zabarwiona. Metody eksperymen-
talne pozwalajg nie tylko na obserwacj¢ makroskopowe;j
dyfuzji, ale takze na obserwacje i $ledzenie ruchu pojedyn-
czych czasteczek, wywotanego licznymi, nieregularnymi o ;
zderzeniami z czgsteczkami otoczenia. Robert Brown
Stwierdzenie, ze dyfuzja jest wywotana licznymi, chao- (1773-1858)
tycznymi zderzeniami miedzy czasteczkami cieczy lub gazu
wydaje si¢ obecnie oczywiste ze wzgledu na niekwestio-
nowana atomistyczna budowe materii. Jednak nie zawsze
tak byto. W 1785 roku holenderski fizjolog, biolog i chemik
Jan Ingenhousz opisat nieregularny ruch pylu weglowego
na powierzchni alkoholu. Podobnych stwierdzen dokonat
szkocki botanik Robert Brown w roku 1827, obserwujac
ruch zawiesiny pytkow roslinnych oraz czasteczek nieorga-
nicznych w wodzie. Jego obserwacje wykluczyty organicz- /. ian smoluchowski
na przyczyne ruchu, ale ani Ingenhousz, ani Brown, nie (1872-1917)
podali wytlumaczenia chaotycznych, nieregularnych prze-
mieszczen obserwowanych czasteczek. Na wytlumaczenie
ruchow Browna trzeba bylto zaczeka¢ do poczatku XX wie-
ku. Od tamtego czasu, ze wzgledu na rozwoj metod ekspe-
rymentalnych oraz teoretycznych, obraz dyfuzji jak i jej
zrozumienie ulegto licznym zmianom.
Wytlumaczenie ruchéw Browna zostato niezaleznie po-
dane przez Alberta Einsteina (1905) i Mariana Smoluchow-
skiego (1906), ktorym udato si¢ nie tylko stworzy¢ teorig
ruchow Browna, ale takze powigza¢ wspolczynnik dyfuzji o
ze znanymi wielkosciami (relacja Smoluchowskiego-Ein-  “isre5ioee)”
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steina). Podobny zwigzek wyprowadzit takze William Sutherland w 1904 roku.
W tym kontekscie nalezy takze wymieni¢ francuskiego matematyka Louisa
Bacheliera, ktory w swojej rozprawie doktorskiej z 1900 roku wykorzystat teo-
ri¢ procesow stochastycznych (ruchéw Browna) do opisu cen na gietdzie.
Liczne zderzenia dyfundujacych czasteczek prowadzg do rozptywania sig¢
czastek umieszczonych poczatkowo w jednym punkcie. Makroskopowo ewolu-
cje gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czastek opisuje rownanie dyfuzji

OP(x,t) _ O*P(x,t)

at Kl 8X2 1 (1)
ktorego rozwigzaniem jest
1 X2
P(x,t)= exp| — , 2
(00 = o] i @
dla ktérego
(x(@) =] xP(xt)dx =0 ?)
oraz
() =] x2P(x.t)dx = 2Kyt. 4)

P(x,t) jest rozktadem normalnym N (z,0?) ze $rednig p=0 oraz wariancjg
o’ =2K,t. Natomiast zwiazek fluktuacyjno-dyssypacyjny (relacja Smoluchow-
skiego-Einsteina)

k. T - R T
Kl_kan N, mn

Wwigze z sobg wspotczynnik dyfuzji K; (miara fluktuacji) ze znanymi i wyzna-
czonymi wielkosciami: T — temperatura, m — masa czasteczki, kg — stata Bolt-
zmanna oraz 1 — lepkos$¢ (dyssypacja). Stata Boltzmanna jest rowna kg = NL'

A

gdzie R jest statg gazows, a N, liczba Avogadra.

Teoria rozwinigta przez Einsteina i Smoluchowskiego moze zosta¢ wyko-
rzystana do wyznaczenia liczby Avogadra. Wspotczynnik dyfuzji K; mozna
wyznaczy¢é mierzac wariancje przemieszczenia wielu dyfundujacych czaste-
czek. Dzieki znajomos$ci zwigzku fluktuacyjno-dyssypacyjnego znalezionego
przez Smoluchowskiego, Einsteina i Sutherlanda oraz znajomosci pozostatych
wielkosci wystepujacych w tym zwiazku, francuski fizyki Jean-Baptiste Perrin
w 1908 roku wyznaczyt liczbe Avogadra. Rysunek 1 pokazuje trzy przyktado-
we trajektorie drobin kitu zarejestrowane przez Perrina wraz z wykresem, na
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podstawie ktorego wyznaczono gestos¢ prawdopodobien-
stwa P(F,t) oraz (F?), anastepnie liczbe Avogadra. Do-

swiadczenia te byly poczatkiem catej serii eksperymentow
prowadzacych do coraz doktadniejszego wyznaczenia tejze
statej. W 1926 roku Jean-Baptiste Perrin zostat uhonorowany
Nagroda Nobla z fizyki ,,za prace dotyczace nieciagtej bu-
dowy materii, a szczegolnie za odkrycie rownowagi w pro-
cesach osadzania”.

Jean-Baptiste Perrin
(1870-1942)
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Rys. 1. Trajektorie ruchow Browna obserwowane przez Perrina za: J. Perrin, Ann. chim. et d.
phys. VII1 18, 5 (1909). Lamana taczy zarejestrowane potozenia drobin kitu

Liczbe Avogadra mozna wyznaczy¢ nie tylko na podstawie obserwacji poto-
zenia wielu czasteczek, ale takze na podstawie pojedynczej dtugiej obserwacji
(trajektorii). Tego typu doswiadczenia zostaly wykonane migedzy innymi przez
Ivara Nordlunda (1913) oraz Eugene Kapplera (1931). Podobnie jak poprzed-
nio, taki pomiar opiera si¢ na teorii Smoluchowskiego, Einsteina oraz na hipo-
tezie ergodycznej, ktora pozwala na zamiang¢ srednich po zespole na srednie po
czasie

(0)y=0, (6)
gdzie
(0y=[P(O)0dO )
oraz
o =;i£go%jg O(t)dt. (8)

Dla sredniego przemieszczenia kwadratowego hipoteza ergodyczna prowadzi
do nastgpujacego zwiazku

(x2(1) =62(LT), 9)
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gdzie
S2(t,T) =% [ Ixt + - x()Jdt". (10)

Efektywny opis uktadéw stochastycznych zawdzigczamy
francuskiemu fizykowi Paulowi Langevinowi. Jest on twor-
ca dynamiki stochastycznej opartej na stochastycznym row-
naniu rézniczkowym (obecnie nazywanym réwnaniem Lan-
gevina). Langevin zatozyl, ze skomplikowane, nie w petni
znane oddziatlywania badanej czastki z otoczeniem moze
zosta¢ przyblizone przez szum, czyli proces stochastyczny
0 okreslonych wiasnosciach. W najprostszej, przettumionej

formie réwnanie Langevina przyjmuje posta¢ Paul Langevin
ax(t) (1872-1946)
X
=, (1)

gdzie x(t) jest polozeniem czastki Brownowskiej, a &(t) jest bialym szumem
gaussowskim, dla ktérego

(&) =0 (12)
oraz
(EM)S(t)) =2K,5(t-t). (13)
Z powyzszego rownania Langevina automatycznie wynika
(X%(t)) =2Kt. (14)

Proces x(t) jest tak zwanym procesem Wienera (ruchem Browna). Ewolucja

gesto$ci prawdopodobienstwa zmiennej X opisana jest przez roOwnanie dyfu-
zji (2).

Dyfuzja jednak nie zawsze musi by¢ taka sama i nie zawsze przebiega tak
samo, a obserwowane roznice nie sprowadzaja si¢ tylko i wylacznie do réoznych
wartosci wspotczynnika dyfuzji K;. Rysunek 2 pokazuje dwie dwuwymiarowe
trajektorie, ktore posiadajg rézne wiasnosci. Dlatego pojawia si¢ naturalne py-
tanie: jak mozna zdefiniowa¢, rozr6zni¢ i scharakteryzowa¢ rozne rodzaje dyfu-
zji? W przedstawionych dotychczas modelach wariancja ($rednie przemiesz-
czanie kwadratowe) rosnie liniowo w czasie

(X2 (1)) = 2K t. (15)
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Rys. 2. Dwuwymiarowe trajektorie odpowiadajace dyfuzji anomalnej (lewa kolumna) i normalnej
(prawa kolumna)

Jednak nie zawsze tak musi by¢. Juz w 1926 roku Levis Fry Richardson badat
dyfuzje w przeplywie turbulentnym, dla ktérej zaobserwowat nieliniowy wzrost
sredniego przemieszczania kwadratowego

(X2(t)) oc 3. (16)

Zwykle to wiasnie $rednie przemieszczanie kwadratowe jest uzywane do okre-
slenia rodzaju dyfuzji

<[x(t) - x(O)]2> o t? (17)

a o0 rodzaju dyfuzji decyduje warto$¢ wyktadnika 6. Wedlug uproszczonego
podziatu & =1 odpowiada dyfuzji normalnej, ktora byta badana mi¢gdzy innymi
przez Smoluchowskiego i Einsteina. Odstgpstwa wyktadnika ¢ od jednosci
wskazujg zwykle na dyfuzje anomalng: & <1 odpowiada subdyfuzji, a o >1
superdyfuzji. Uktady anomalne nie sg opisane zwyktym rownaniem dyfuzji (1).

Mikroskopowy obraz dyfuzji polegajacy na licznych zderzeniach badanej
czasteczki z czasteczkami otoczenia znajduje swoje odzwierciedlenie w rowna-
niu Langevina i teorii procesow stochastycznych. Z matematycznego punktu
widzenia dyfuzja normalna jest naturalng konsekwencja centralnego twierdze-
nia granicznego, ktore glosi, ze suma wielu niezaleznych zmiennych losowych
(scharakteryzowanych skonczong wariancja) pochodzacych z takiego samego
rozktadu prawdopodobienstwa jest zbiezna do rozktadu normalnego. Dla dy-
fundujacej czasteczki sumowanymi przyczynkami sa jej losowe przemieszcze-
nia, ktére w pierwszym przyblizeniu mozna potraktowac jako ograniczone
I niezalezne. Dlatego gestos¢ prawdopodobienstwa dyfundujacej czasteczki jest
opisana rozktadem Gaussa.
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Centralne twierdzenie graniczne wymaga, aby sumowane przyczynki byly
»ograniczone” (posiadaly skonczong wariancj¢) i niezalezne. Ostabienie zatozen
centralnego twierdzenia granicznego na ogdt bedzie prowadzito do dyfuzji
anomalnej. Proste mozliwe modyfikacje zaktadaja losowanie dtugosci skokow
z rozkladoéw ciezkoogonowych. Zalozenie, ze skoki nie sg niezalezne lub ze
odbywaja si¢ one w sposob nieregularny, tzn. w taki, ze sredni czas oczekiwa-
nia na kolejny skok nie jest dobrze okreslony. Dane eksperymentalne pokazuja,
ze istotnie mamy do czynienia z tego typu odstepstwami od dyfuzji normalnej
i ze sg one bardzo czgste.

W uktadach silnie nierownowagowych czgsto obserwuje si¢ fluktuacje bar-
dziej ogodlne niz gaussowskie. Przyktadem zjawisk, w ktorych obserwuje sig
fluktuacje o asymptotyce typu prawa potegowego, Sa efekty dynamiczne
w plazmie, dyfuzja w uktadach koloidalnych, relaksacja dielektryczna w osrod-
kach anizotropowych, transport tadunkowy i energetyczny w konformacyjnie
zmiennych biopolimerach, dyfuzja w sieciach optycznych oraz efektywne stra-
tegie poszukiwawcze. Uktady tego typu nadal moga by¢ opisane za pomoca
odpowiedniego rownania Langevina, w ktérym zamiast bialego szumu gaus-
sowskiego wystepuje bialy szum a-stabilny, ktory jest naturalnym uogolnie-
niem biatego szumu gaussowskiego. Zasadnicza zmiana zachodzi jednak na
poziomie rownania dyfuzji. Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa jest opisa-
na utamkowym rownaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (0 < a <2)

oP(x.t)
Fxh_

d*P(x,1)

%[V'(X)P(x,t)]Jr K, I

(18)
V(X) jest zewnetrznym potencjatem; o jest wyktadnikiem charakteryzujacym
asymptotyke fluktuacji, ktora jest typu | X [P, Pochodna utamkowa (Riesza-
-Weila) funkcji f(x) jest zdefiniowana poprzez swoja transformat¢ Fouriera

f (k)

0” _ (" OK ik (e f
ah T ==L g e ki f k), (19)
(W granicy a = 2 (oraz dla a > 2) utamkowa pochodna odtwarza druga pochod-
na czastkowsa.

W uktadach z putapkami lub z zatloczeniem réwniez czasy oczekiwania na
kolejny skok moga pochodzi¢ z rozktadow cigzkoogonowych. Obecnosé¢ puta-
pek o0 réznej gieboko$ci prowadzi do uwiezienia dyfundujacej czasteczki, co
jest szczegodlnie dobrze widoczne w zywych komdrkach, wypetnionych liczny-
mi organellami. Dlatego czgsto obserwowany jest potegowy rozktad czasow
oczekiwania na kolejny skok

P(r) oc 77D, (20)
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Dla rozktadu prawdopodobienstwa o asymptotyce prawa potegowego z v <1
sredni czas oczekiwania na kolejny skok jest nieskonczony, co prowadzi do
spowolnienia dyfuzji (subdyfuzji), a takze tamania ergodycznosci.

Obecnos¢ przeszkod moze modyfikowaé zarowno wia-
snosci czasowe (uwigzienia, putapkowanie dyfundujgcej
czasteczki), jak i przestrzenne (obcigcia dtugich skokow)
dyfuzji, w efekcie czego geometria uktadu moze prowadzi¢
do niemarkowowskos$ci (uwigzienia) oraz na powrdt do
gaussowskosci (obcigcia dlugich skokow).

W przypadku bladzen przypadkowych z czasem ciaglym
najbardziej ogolna sytuacja wystepuje, gdy zar6wno dhugosci
skokow, jak i czasy oczekiwania na kolejny skok pochodza
Z rozktadow cigzkoogonowych. Zaktadajac, ze dtugosci sko-
kow AX losowane sg z rozktadu o asymptotyce (0 < a < 2)

Andrei Markow
(1856-1922)

P(AX) oc [ AX [+, (21)
a czasy oczekiwania r maja asymptotyke (0 <v <1)
P(z) oc 770 (22)

to ewolucja gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki w okolicach x
W czasie t jest opisana przez podwdjnie utamkowe rownanie Smoluchowskiego-
-Fokkera-Plancka

oP (X, t)
ot

DI [@XV’(X)JrKaal = }P(x t). (23)

Anomalie czasowe sg odpowiedzialne za pojawienie si¢ czasowej pochodnej
utamkowej Riemanna-Liouville’a zdefiniowanej rownaniem (18)

,F(xt)

D T = 1y G h A gy

(24)

Dtugie skoki odpowiadaja za pojawienie si¢ przestrzennej pochodnej Riesza-
-Weila
ki

Dla btadzen przypadkowych z czasem ciagtym dla v>1 $redni czas oczekiwa-
nia na kolejny skok jest dobrze okreslony, a dla « > 2 wariancja dtugosci skoku

takze jest skonczona. W takiej sytuacji btadzenia przypadkowe z czasem cia-
glym sg opisane przez standardowe réwnanie dyfuzji w zewnetrznym potencjale

} ikl F (0. (25)
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V(x). v<1 odpowiada dyfuzji niemarkowowskiej, a a <2 tak zwanym lotom
Lévy’ego.

Uktady opisane rownaniem (23) wykazuja anomalne skalowanie sredniego
przemieszczenia kwadratowego oraz dla v <1 sg nieergodyczne, czyli nie jest
spetniona dla nich hipoteza ergodyczna (9). Wystepuje w nich stabe tamanie
ergodycznosci. Wspotzawodnictwo migdzy dtugimi czasami oczekiwania na
kolejny skok a diugimi skokami moze prowadzi¢ do dyfuzji paradoksalne;j,
czyli takiej dyfuzji anomalnej, dla ktorej srednie przemieszczenie kwadratowe
skaluje si¢ jak dla dyfuzji normalnej. Dzieje si¢ tak dlatego, ze dtugie czasy
oczekiwania na kolejny skok moga zosta¢ skompensowane dlugimi skokami.
Taka hipotetyczna mozliwo$¢ wskazuje, ze rozréznienie rodzaju dyfuzji tylko
i wytacznie na podstawie sredniego przemieszczenia kwadratowego w pewnych
bardzo specjalnych sytuacjach moze by¢ nierozstrzygajace.

Liczne obserwacje doswiadczalne, wykorzystujace metody $ledzenia poje-
dynczych czasteczek, pokazuja, ze powszechna, czyli normalng, jest dyfuzja
anomalna. Dyfuzj¢ normalng nalezy traktowac jako dobrze zrozumiany model,
bedacy pierwszym przyblizeniem dla bardziej ogélnych i skomplikowanych
sytuacji, do opisu ktorych konieczny jest bardziej zaawansowany opis matema-
tyczny niz czastkowe réwnania rozniczkowe. Badanie doswiadczalne oraz
teoretyczne ukladow prowadzacych do dyfuzji anomalnej jest bardzo inten-
sywnie rozwijanym obszarem badan. Swiadcza o tym liczne publikacje oraz
konferencje poswigcone tym zagadnieniom. Podczas tegorocznego XLIII Zjaz-
du Polskiego Towarzystwa Fizycznego (Kielce, 6-11 wrze$nia 2015) jedna
z sesji specjalistycznych zostanie poswigcona procesom dyfuzji normalnej
i anomalnej.

Metody matematyczne rozwinigte i zastosowane do badania dyfuzji moga
by¢ uzywane i do innych zagadnien. Tematyka badan zapoczgtkowana przez
Bacheliera data poczatek matematyce finansowej, a pozniej i ekonofizyce.
Rozwiniete na ich potrzeby metody, w tym teoria proceséw stochastycznych,
znalazly liczne zastosowania. Z powodzeniem stosuje si¢ je migdzy innymi do
badania dyfuzji oraz zjawisk indukowanych szumami, czyli zjawisk, ktore maja
miejsce dzigki obecnosci szumu. Obecnosé szumoéw w uktadach fizycznych jest
nie tylko niepozadana, ale prowadzi do szeregu zjawisk demonstrujacych kon-
struktywnga role fluktuacji w uktadach dynamicznych. Przyktadem takich zja-
wisk sa migdzy innymi rezonans stochastyczny, aktywacja rezonansowa oraz
efekt zapadkowy, ktore takze moga by¢ badane w obszarze dyfuzji anomalnej.

Serdecznie dzigkuje Pani Profesor Ewie Gudowskiej-Nowak za zainteresowanie
mnie zagadnieniami transportu anomalnego oraz liczne cenne sugestie podczas
wieloletniej wspolpracy naukowej.
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