36 FoTon 116, Wiosna 2012

Ruchy Ksiezyca
Jerzy Ginter
Uniwersytet Warszawski

Postawienie zagadnienia

Kiedy uczy si¢ o ruchach ciat niebieskich na poziomie I klasy liceum, omawia
si¢ najczgsciej najpierw ruch Ziemi i innych planet wokot Stonca w ukladzie
heliocentrycznym. Potem przechodzi si¢ do omawiania ruchow Ksigzyca
i sztucznych satelitow Ziemi w uktadzie geocentrycznym. Zwykle nie zadaje si¢
jednak pytania, dlaczego taka procedura w ogoéle jest mozliwa? Dlaczego moz-
na opisywaé ruch Ksi¢zyca wokol Ziemi niezaleznie od ruchu Ziemi wokot
Stonica? Musi to by¢ opis przyblizony, ale na czym to przyblizenie polega?
W gruncie rzeczy powinnismy tez spyta¢, dlaczego mozemy opisywaé ruch
planet w uktadzie heliocentrycznym, zapominajac o ruchu Stonca wokot cen-
trum Galaktyki?

Model

Rozwazmy uproszczony model naszego problemu (rys. 1).

1. Centralne pole wytwarza bardzo duza, nieruchoma masa M. Poczatek uktadu
odniesienia pokrywa si¢ ze $rodkiem tej masy.

2. W jej polu znajdujg sie dwa oddzialujagce ze sobg grawitacyjnie ciala
0 masach my i m,. Ich wektory wodzace oznaczmy I, i T,.
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Rys. 1. lustracja modelu

Oddziatywanie grawitacyjne naszych cial z masg centralng opisywa¢ beda
wektory T, i I,. Natomiast ich wzajemne oddzialywanie — wektor r,—T, .

Wspolrzedne uogdlnione

Aby mozna byto w ogoéle sformutowaé gtowna teze tego artykutu, trzeba wpro-
wadzi¢ dwie pomocnicze wielkosci (rys. 2):

1. wektor potozenia $rodka masy

R':mlfl_'_mZFZ. (1)
m +m,
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2. wektor wzglednego potozenia ciat:

r=n-n. )

m,r
m, +m,

\  mr

\ m,+m,

Rys. 2. Wektory Rif

Wspolrzedne ,,prawdziwe” I, | T, wyrazaja si¢ przez te wspoOirzedne
»SZtuczne” wzorami:

5 m,r .

h=R m +m,’ )
s B mr

rZ_R+m1+m2' 4

Interpretacja nowych wspotrzednych jest tatwiejsza, jezeli jedna z porusza-
jacych si¢ mas jest znacznie wigksza od drugiej. Jezeli na przyktad m, >m,,
wtedy 1, jest bliskie wspotrzednej srodka masy R,a I okresla potozenie cia-
ta 2 wzgledem ciata 1.

Teza

Gloéwna teza naszych rozwazan jest nastgpujaca:

Jezeli r < R wtedy ruch kazdej z poruszajacych si¢ mas mozna przedstawic
jako zlozenie dwoch niezaleznych ruchow;

— pierwszego zaleznego tylko od R,

— drugiego zaleznego tylko od T .

Pewng — cho¢ doé¢ dalekg — analogie¢ moze stanowi¢ rzut uko$ny w jedno-
rodnym polu grawitacyjnym. W takim ruchu wspoétrzedna pozioma i wspot-
rzgdna pionowa zmieniajg si¢ niezaleznie od siebie.

Rownania ruchu

Napiszmy réwnania ruchu naszych dwoch ciat (ma=F). Musimy uwzgledni¢
i oddziatywanie wzajemne, i oddziatywanie z masg centralng:
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d%r Gmm,(,—-t) GmMTF
1_ 1 2(2 1)_ 13 L. (5)

dt? |r2 _ r1|3 I,

d’r, _ Gmm,(,—1r) GmMr,
dt2 |r2_rl|3 r23 )

(6)

Podstawmy wzory (3) i (4) do rownan (5) i (6), przy czym ostatnie cztony (5)
i (6) po prawej stronie pozostawimy na razie niezmienione. Dostaniemy:

d’R__mm, d°r __Gmm,r GmMrp

= ; 7

™ are m+m, dz r? ")
d?R  mm, d°r  Gmm,r Gm,Mr

= — - . 8

T4 "+ m, d ré r? ®)

Ruch $rodka masy
Dodajmy teraz rownania (7) i (8). Otrzymamy:

d2R mr,  m,r,
(m +m)—=—GM(—1+#j. 9)
1 2 dtZ r;|_3 r23

Zatozymy teraz, ze I < R 1 zastagpimy w mianownikach prawej strony wy-
razenia (9) wielkosci ry i 1, przez R. Dostaniemy wtedy

d?R  GM m, +m,r,

- , 10
dt? R® m+m, (10)
czyli, korzystajac z wyrazenia (1) na R :
d’R R
—=-GM —. 11
dt? R® (1)

Zatozenie r <R doprowadza do tego, ze na ruch srodka masy dostajemy
zwykte rownanie dla ruchu pojedynczego ciata w polu duzej nieruchomej ma-
sy M. Zauwazmy, ze to rownanie nie zalezy od mas m; i m,. Podobnie od masy
nie zalezy rownanie pojedynczego ciata, poruszajacego si¢ w centralnym polu
grawitacyjnym.

Ruch wzgledny
Przeksztalémy teraz rownania (7) i (8) do postaci:

d?R m, d?r Gm,r GMr,
— _

dt?  mo+m, dt? P

(12)



Foton 116, Wiosna 2012 39

d?R, m_ d’F _ Gmrf GMrF

dt?  m +m, dt? IS A (13)
i odejmijmy pierwsze od drugiego. Dostaniemy:
d?r G(m, +m,)r r
W:—%‘FGM(r—g—r—éj. (14)
1 2

Jezeli r < R, w zerowym przyblizeniu mozna uzna¢, ze drugi czton po pra-
wej stronie jest rowny zeru. Wtedy dla ruchu wzglednego uzyskujemy rownanie

d’r G(m, +m,)r
> - _ (rnl 5 2) . (15)
dt r
Jest to zwykte réwnanie ruchu pojedynczego ciala w polu grawitacyjnym,
wytwarzanym przez mas¢ rowng m + ms.

Whioski

Podsumujmy: Przy zatozeniu r < R z dwodch réwnan ruchu (7) i (8) wynikaja

dwa niezalezne od siebie rownania ruchu: oddzielne dla ruchu §rodka masy (11)

i oddzielne dla ruchu wzglgdnego (15). Oba te rownania maja posta¢ rownan

pojedynczego ciala, poruszajacego si¢ w centralnym polu grawitacyjnym.
Znamy rozwigzania takich rownan. W szczego6lno$ci moga one odpowiadaé

ruchowi po okregu albo ruchowi po elipsie. Jezeli znamy zaleznosci R(t)

i F(t), zaleznosci K (t) i T,(t) znajdziemy za pomoca wzorow (3) i (4).

Ruch Ksiezyca w zerowym przybliZzeniu

Nasze rozwazania og6lne mozemy zastosowaé do Ziemi i Ksi¢zyca.

1. Zalozenie r <R jest w tym przypadku dobrze spetnione. Orbita Ziemi w jej
ruchu wokoét Stofica ma promien rowny R = 150 000 000 km. Odlegtos¢ od
Ksig¢zyca do Ziemi jest rowna r =~ 385 000 km. Zatem stosunek r/R =~ 0,0026.

2. Masa Ziemi m; jest okoto 82 razy wicksza od masy Ksiezyca m,. Zatem
zZ niezla doktadnos$cia mozna przyjac, ze ruch Ziemi wokot Stonca jest zgod-
ny z ruchem $rodka masy.

Nasze dotychczasowe rozwazania pokazuja, ze prymitywny ,,szkolny” opis
ruchu Ksiezyca jest dobrze uzasadniony.

Wigksza dokladnosé

Spojrzmy jeszcze na nasz problem troszke dokladniej — z doktadnoscia do
pierwszego rzedu w potedze r. Bedziemy mogli w ten sposob oszacowac, jakie-
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go rzgdu poprawki moglyby wnie$¢ do naszych rozwazan opuszczone czlony

w rdwnaniach ruchu.

. r . -
Zacznijmy od cztonu r_13 . Obliczmy najpierw r? (wzor 3):
1

. 2 = _. = .
rlz:(ﬁ_ m,r jsz—Msz(l— 2m, R—gj (16)
m, +m, m, +m, m +m, R

Teraz obliczmy r% i przyblizmy go, rozwijajac nawias na szereg z doktad-
1

noscig do pierwszego wyrazu:

%:% 1_ﬂR_2r zis 1+§ﬂR_! :%Jr?’LR_g_ (17)
P R m +m, R R 2m +m, R R® m+m, R
| dalej:
%:ﬁ— m,r is+ ?;mZF{_:_:z
r, m+m, I R® m+m, R (18)
_R__m, r _ 3m, R(RF)
CRY m4+m, R m+m, R°
Czyli
L R, M 1/3R(Ry) ¢
rf‘NRE‘erﬁm2 Rs[sR(Rrj r] (19)

Podobnie wykazemy, ze
R_R__m 11.R(Ry
rP R m+m, R3[3R[Rrj r] (20)

Wyrazenie na ruch $rodka masy
Powr6¢my do wyrazenia na ruch $rodka masy. Obliczmy poprawiong sum¢ we

mE mp o JR ., M 1R(RL)
st ~ml{R3+ml+m2 R3[3R(Rr] r}}+ on

R m 1|.R(R.) . R
m,s —— —|3=| =r |- |;=(mM+m,)—.
’ 2{R3 m, +m, R{ R(R j }} M+ M) g
Poprawki rzedu pierwszego w r redukuja si¢. Uwzglednienie ich nie wnosi
niczego nowego, wzor (11) pozostaje w mocy.

wzorze (9):
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Wyrazenie na ruch wzgledny
Inaczej jest dla wyrazenia na ruch wzgledny. Powr6¢my do réznicy we wzo-

rze (14):
non_R._.m 1[.R(R.)_,
r13 I"23~R3 m, +m, R3{3R(R ) r}-’-
SR M 1IaR(Ry) b L L gR(Ry| |
RE m +m, R{ R(Rr] r}_R{?’R(RrJ r}— (22)
1onfn =
= 25BN - r7;

gdzie fi jest wersorem wektora R .
Poprawione wyrazenie na ruch wzgledny ma wigc postaé:
- "
ar =_G(m1:;m2)r + N BAER) - F]. (23)

Dyskusja
Przedyskutujmy otrzymany wynik. Ze wzoru (23) wynika, ze teraz ruch wzgled-
ny, opisany wspohrzedna R, nie jest juz niezalezny od ruchu $rodka masy.
1. Poprawkowy czton we wzorze (23) zalezy jak R od odleglosci srodka masy
od masy centralnej.
2. Aby ustali¢, jaki charakter kgtowy ma poprawka, zatozmy dla uproszczenia, ze:
a) orbita ruchu opisanego zmienng I lezy w ptaszczyznie ruchu $rodka ma-
sy, mamy wiec do czynienia z ruchami w ustalonej ptaszczyznie.
b) w wybranej chwili wektor R ma tylko sktadows x-owa, czyli R = [R,0].
Witedy n = [1,0]. Wektor 1 = [x,y]. Nawias we wzorze (23) ma wigc po-
staé:

3A(AT) - =[3x—x, - y]=[2x,-Y]. (24)

Dla ustalonej wartosci I poprawkowa sita ma charakter przedstawiony na
rys. 3. Maksymalna warto$¢ poprawkowego przyspieszenia we wzorze (23) jest
2GMr

RS

réwna

Rys. 3. Sily poprawkowe
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Poprawkowa sita prowadzaca do wyrazenia (23) ma do$¢ prosty sens fizycz-
ny. Do dyskusji tej sprawy przyjmijmy dla uproszczenia, ze m, > m,. Wyraze-
nie na dodatkowg site wynika z bezposredniego oddziatywania ciata 1zejszego
z masg centralna. Przyjmijmy tez, ze cialo lzejsze obiega cialo cigzsze w przy-
blizeniu po okregu. Rozpatrzmy trzy sytuacje (rys. 4):

a) Cialo lzejsze znajduje si¢ dalej od masy centralnej, niz cialo cigzsze

r . . .. |
(punkt A). Wtedy warto$é r_23 jest mniejsza, niz warto$é r—13 . Wektor
2 1
w nawiasie wzoru (14) ma kierunek osi x, a zwrot dodatni.
b) Cialo Izejsze znajduje si¢ blizej masy centralnej, niz cialo cigzsze (punkt B).

r, . . .. ,, I .
Wtedy wartos¢ r_23 jest wieksza, niz warto$¢ r—13 . Wektor w nawiasie wzoru
2 1
(14) ma kierunek osi x, a zwrot ujemny.
C) Cialo lzejsze znajduje si¢ w przyblizeniu w tej samej odlegto$ci masy cen-

. . .. r, . I . .
tralnej, co cialo ciezsze (punkt C). Wektory r_23 i r—13 majg te same warto$ci,
2 1

ale rozne kierunki. Wektor w nawiasie wzoru (14) ma w przyblizeniu kieru-
nek osi y i zwrot do wnetrza okregu.

|

I

7

Rys. 4. Wyjasnienie pochodzenia sit poprawkowych (r = 0,2 R)

Sity te zaburzaja ruch masy lzejszej. Na przyktad hamujg go na tuku BC,
arozpedzaja na luku CA. O tych poprawkach wspomina si¢ zwykle margine-
sowo w typowych podrecznikach astronomii’.

! patrz np. Eugeniusz Rybka, Astronomia ogélna, §66 Orbita Ksiczyca.



Foton 116, Wiosna 2012 43

Ruch Ksie¢zyca z poprawkami

Wszystko, co powiedzieliSmy wyzej, mozna odnie$¢ do ruchu Ksigzyca. Warto
jednak zapytaé, jak silny moze by¢ wpltyw tych efektéw na jego ruch. Miarg
tego moze by¢ stosunek najwickszej wartosci sity poprawkowej, wynikajacej ze
wzoru (23), do warto$ci sity grawitacyjnego oddzialywania Ksiezyc—Ziemia.
Stosunek ten jest w przyblizeniu rowny:

2GMr . Gm, ZZM(LJ?» N 2-1030kg[0’38,106km

3
— . ~0,01. 25
R? r m \ R 6-10*kg| 150-10°km j (25)

Nie jest to wiec efekt bardzo silny. Dlatego najprostsze przyblizenie (15) byto
zupelnie dobre.

Sily Ksiezyc—Slonce i Ksiezyc—Ziemia
Jezeli stosunek r/R bedzie dostatecznie maty, wtedy oddziatywanie Ziemia—
satelita Ziemi bedzie silniejsze niz oddziatywanie Stonce—satelita. Mozna wiec
zapytaé, czy to wlasnie nie jest powodem, ze lokalny ruch satelity wzgledem
Ziemi mozna opisywac niezaleznie od ruchu Ziemi wokot Stonca. Odpowiedz
jest przeczaca. Jak powiedzieliSmy wyzej, prawdziwy stosunek r/R ~ 0,0026 dla
uktadu Stonce—Ziemia—Ksi¢zyc wystarcza do omowionego wyzej przyblizone-
go opisu ruchu.

Obliczmy stosunek wartosci sity Fgs oddzialywania Ksigzyc—Stonce do war-
to$ci sity Fyz oddziatywania Ksi¢zyc—Ziemia. Jest on rowny w przyblizeniu:

2 1030 106 2
E_M(Lj - 2:10°kg[0,38-10°km ), (26)
6-10%kg | 150-10°km

F, m\R
Dla parametrow omawianych torow stosunek ten nie tylko nie jest znacznie
mniejszy od jednosci, ale wrecz od jednosci wigkszy.
Ale co z tego wszystkiego mozna przekaza¢ uczniom I klasy liceum?



