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1. Abstrakt i motywacja

Fraktale to obiekty matematyczne spotykane nie tylko w ksiazkach, ale takze
W otaczajacym nas $wiecie. Szczegolnie w przyrodzie. Udzielimy odpowiedzi
na pytania: Czym sq fraktale? Jakie sq najwazniejsze ich cechy? Przedstawimy
rowniez fraktale za pomoca liczb zespolonych, tzw. zbiory Julii. Pokazemy, jak
praktycznie tworzy si¢ fraktale oraz w jaki sposob dzigki nim mozna symulo-
wac wzrost.

Celem tego artykutu bylo ukazanie pigkna matematyki. Uswiadomienie, ze
otaczajaca nas rzeczywisto$¢ mimo pozornego nieuporzadkowania ma w sobie
ukryta, niedostrzegalna na pierwszy rzut oka, harmonig.

2. Fraktale

2.1. Samopodobienstwo

Wyobrazmy sobie obiekt, ktorego kazda nawet najmniejsza czg$¢ w odpowied-
nim powigkszeniu przypomina wyjsciowa calo$¢. To tylko pozornie zadanie
bardzo trudne i abstrakcyjne. Dobrym przyktadem takiego obiektu jest kalafior,
jeden z najbardziej samopodobnych twordéw przyrody.

Rys. 1. Kalafior podzielony na coraz mniejsze bardzo podobne do siebie fragmenty

Oderwana gatazka kalafiora po odpowiednim powigkszeniu tudzaco przypomi-
na nam caly jego kwiat. Jedli z naszej galazki oderwiemy kolejna, jeszcze
mniejsza, to i ona w powigkszeniu bedzie nie tylko podobna do catego kalafio-
ra, ale takze do wcze$niej urwanej galazki. Niech drobnym wsparciem dla wy-
obrazni bedzie fotografia (rys. 1).
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Tak dzielac kalafior przekonamy sig jednak, ze w koncu dojdziemy do sytu-
acji, gdy dalszy podziat jest juz niemozliwy. Bardzo mate czgsci (np. komorki
lub atomy) w zaden sposob nie beda juz przypominaty calego kalafiora. Dlatego
wtasnie kalafior nie jest w petni samopodobny. Swietnie postuzyt nam jednak
jako pomoc przy zrozumieniu idei samego pojecia. Istota samopodobienstwa
jest to, ze dowolnie maty element danego obiektu (w szczegdlnosci nieskoncze-
nie maly) jest doktadnie taki sam jak calosc.

Zastané6wmy si¢ teraz nad drugim, bardziej geometrycznym przyktadem.
Najpierw jednak wykonajmy kilka prostych krokow:

1. Narysujmy dowolny odcinek.

2. Podzielmy go na trzy rowne czgsci.

3. Dwie zewngtrzne czgsci powielmy teraz pod wyjéciowym odcinkiem.

4. Kroki 2 oraz 3 powtarzamy teraz dla kazdego nowopowstatego odcinka.

Rys. 2. Szes¢ kolejnych krokéw produkeji zbioru Cantora

Obiekt, ktory otrzymali$my, nosi nazwe zbioru Cantora. Rowniez w tym
przypadku doskonale wida¢ samopodobienstwo. Gdy wybierzemy dowolnie
matla czes$¢ zbioru, to w powickszeniu bedzie ona dokladnie taka sama jak ca-
los¢. Warto zauwazy¢ tutaj, ze zbior Cantora nie ma ,,konca”. Kolejne dzielone
odcinki sa coraz mniejsze i mniejsze, nigdy jednak ,nie znikaja” i caly czas
mozna je dzieli¢ i powielac.

2.2. Jak rozpozna¢ fraktale?

Prosta, nieformalna definicja fraktali, ktéora wystarczy nam na nasz uzytek
brzmi: Fraktalem nazywamy obiekt samopodobny o wymiarze utamkowym.
Samopodobienstwo jako pojecie jest nam juz bardzo bliskie. Z ulamkowymi
wymiarami zapoznamy si¢ nieco pozniej.

3. Dlugos$¢, powierzchnia i wymiar fraktali

3.1. Problemy z wyznaczeniem dtugos$ci fraktali

Na pewno w swoim zyciu byli§my zmuszeni do zmierzenia niejednej rzeczy.
Miejsca w kuchni na nowa lodowke czy srednicy otworu, w ktéry chcemy
wkrecié¢ §rubg. Co dzien rano w tazience stajemy na wagg, zeby sprawdzi¢ sku-
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tecznos$¢ swojej diety oraz liczymy pieniadze w portmonetce przed zakupami.
Takie pomiary znane z codziennosci uznajemy za wzglednie doktadne i w rze-
czywistosci takimi sa. Ale czy jesteSmy $wiadomi tego, Zze w otaczajacym nas
swiecie istnieja rzeczy, ktorych nie sposob doktadnie zmierzy¢?

3.1.1. Dlugos¢ wybrzeza Wielkiej Brytanii

Chcac pozna¢ dlugo$¢ wybrzeza Wielkiej Brytanii najlatwiej spojrze¢ do ency-
klopedii. Nowa encyklopedia powszechna PWN podaje dtugo$¢ przekraczajaca
7500 km. Zagraniczne zrodta, takie jak Encyclopedia Americana, czy Collier’s
Encyclopedia podaja kolejno 7440 km oraz blisko 8000 km! Skad tak duza roz-
bieznos¢ wsrdd zrodet? Odpowiedz nie jest taka prosta.

Wybrzeza Wielkiej Brytanii nie da si¢ tatwo opisa¢ zadna, nawet bardzo
skomplikowana matematyczna formuta. Jej ksztalt obserwowany przez nas
dzisiaj to wynik bardzo dlugich proceséw geologicznych; ruchow ptyt tekto-
nicznych i erozji. Nawet najdokladniejsza mapa nie jest w stanie ukaza¢ nam
skomplikowanej struktury linii brzegowej ze wszystkimi jej zakamarkami
i bujng struktura. Na ten sam problem natkniemy si¢ takze spogladajac na moc-
no poszarpane przez histori¢ granice panstw.

Wyobrazmy sobie, ze samodzielnie chcemy sprawdzi¢ rzetelno$¢ informacji
z encyklopedii. Najprosciej bedzie wzia¢ mape Wielkiej Brytanii (np. o skali
1:1 000 000) oraz cyrkiel rozwarty na np. 5 cm, co odpowiada w skali naszej
mapy 50 km. Nalezy teraz doktadnie ,,przej$s¢” cyrklem wzdtuz wybrzeza za-
pamigtujac liczbe ,,krokow”. Po pomnozeniu tej liczby przez dtugos¢ rozwarto-
sci cyrkla otrzymamy interesujacy nas wynik. Co stanie si¢ jednak, gdy zmie-
nimy parametry naszego narzedzia? Przyktadowe wyniki zostaty zamieszczone
w tabelce ponizej.

Rozwarto$¢ cyrkla Zmierzona dtugos¢
500 km 2600 km
100 km 3800 km
54 km 5770 km
17 km 8640 km

Rys. 3. Kontury Wielkiej Brytanii zmierzone
cyrklem o rozwartosci 100 km (lewy rys.), oraz o
rozwartosci 50 km (prawy rys.) w odniesieniu do
skali mapy 1:1 000 000

ustawienic cyrkla 100 km ustawienie cyrkla 50 km
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Wynik, jaki otrzymali$my, moze by¢ zaskakujacy. Wybrzeze petne jest za-
tok i wystajacych cypli o r6znej wielkos$ci, duzych i matych. Przy duzej rozwar-
tosci cyrkla wiele z nich zostaje pominigtych. Jesli zwigkszymy doktadnos$c
pomiaru, mierzac tym samym wigce]j zatok, to nadal znajda si¢ jeszcze mniej-
sze, wcigz pomijane.

Taki sam problem napotkamy probujac mierzy¢ dtugos¢ fraktali.

3.1.2. Krzywa i wyspa Kocha

Konstrukcja krzywej Kocha jest bardzo zblizona do zbioru Cantora. Rowniez
sktada sig z kilku prostych krokow powtarzanych w nieskonczonos$¢. Wystarczy
znowu podzieli¢c dowolny odcinek na trzy réwne czg$ci, a nastgpnie utworzy¢
trojkat rownoramienny, ktorego podstawa jest srodkowa czg$¢ odcinka. W ten
sposob otrzymujemy cztery nowe odcinki (ramiona trdjkata oraz dwie pozostate
czesci pierwotnego odcinka), dla ktérych ponownie przeprowadzamy ta sama
operacjg. Laczac trzy odpowiednio obrocone kopie krzywej Kocha otrzymamy
wyspe Kocha czgsto nazywana tez ptatkiem $niegu.

Rys. 4. Pierwsze cztery kroki przy tworzeniu krzywej Kocha

Sprobujmy teraz zmierzy¢ dhugos$¢ krzywej Kocha. Napotkamy podobny pro-
blem jak z zatokami na wybrzezu Wielkiej Brytanii. Pamigtamy, ze przyblizajac
obraz krzywej Kocha caty czas widzimy roéwnie skomplikowang strukturg. Nie
sposob dobrac skalg tak, aby nie pomina¢ zadnego ,,zakamarka” tej krzywe;.

3.2. Wymiar fraktali

Jak juz zdazyliSmy zauwazy¢, fraktale to bardzo skomplikowane obiekty, mimo
prostoty swojej konstrukcji. Mimo tego, ze np. krzywa Kocha z tatwoscia mo-
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zemy umiesci¢ na kartce papieru, to nie jest to zwykly obiekt jednowymiarowy.
Nasuwa sig¢ wigc ciekawe pytanie: ,,Jakiego wymiaru sa fraktale?”.
3.2.1. Wymiar cyrklowy

Majac w pamigci nasze trudy w wyznaczeniu dlugosci linii brzegowej Wielkiej
Brytanii naniesiemy zmierzone przez nas wielkosci na wykres. O$ X w naszym
przypadku bedzie przedstawia¢ logarytm z precyzji naszego pomiaru (czyli
z odwrotnos$ci rozwartosci cyrkla s), a 0§ Y logarytm zmierzonej linii brzego-
wej [. Dane prezentuja si¢ nastgpujaco:

log(l)

9.0 |
8.5

8.0 ¢

log(l/s)
2

Rys. 5. Wykres przedstawiajacy liniowa zalezno$¢ logarytmu mierzonej dtugosci od logarytmu
precyzji, czyli odwrotnos$ci rozwartosci cyrkla

Do wynikow zostala dopasowana prosta metoda regresji liniowej. Jej
rownanie to: y = 0,3619x + 10,0538. Interesuje nas wspotczynnik kierunko-
wy tej prostej: d = 0,3619. Wymiar cyrklowy wyraza si¢ wzorem D =1 + d,
czyli dla przypadku wybrzeza Wielkiej Brytanii jej wymiar cyrklowy jest
rowny: D = 1,36.

4. Zbiory Julii

Gaston Maurice Julia (1893-1978) to francuski matematyk, profesor Ecole
Polytechnique. W swojej najbardziej znanej pracy Mémoire sur l’itération des
fonctions rationnelles (traktat o iteracji funkcji wymiernych) opisat wlasnosci
grupy fraktali nazwanych p6zniej od jego nazwiska zbiorami Julii.

4.1. Baseny atrakcji

Zagrajmy w pewna gre. Reguly sa bardzo proste. Stawiamy nasz pionek na
dowolnym miejscu na planszy. Na kazdym kwadracie napisany jest adres pola,
na ktore nalezy si¢ uda¢ po jego odwiedzeniu. Np. gdy staniemy na polu G8 to
nastgpne pole, na ktore sig udamy, to C10. Droga naszego pionka moze wygla-
da¢ nastepujaco:
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» Droga pionka wreszcie si¢ konczy na polu, na ktérym widniejacy adres
wskazuje to samo pole, mowimy wtedy o punkcie statym.

« Droga pionka nigdy si¢ nie skonczy, np. wtedy, gdy po dlugiej wedrowce
trafi on na pole, ktore zostato juz przez niego odwiedzone.

LIK2 K3 K3 |K4|K4|I5 |16 )17 181819

K| K3 K3| % |K3|13|H4 H5|/G7 | H8 H9 HS

13 13 |kalk3|12|G3 Fs|F7|F8 |G9 G 10|

H/H3 |14 |K5 L3 |K1|D2 BS!D? F9|F9 G 10
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. . . e 2 1 1 2 2 B 6 4 4 4 4
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Rys. 7. Plansza z gra Rys. 8. Plansza z zaznaczonymi punktami staty-
mi (duze kropki) oraz basenami atrakcji w od-
cieniach szaro$ci. Liczby widniejace na poszcze-
golnych kwadracikach to liczby ruchoéw nie-
zbgdnych do dotarcia do punktu statego

Po chwili zauwazymy, ze nasza gra posiada trzy punkty state (na rysunku
zaznaczone kropkami). Obszary laczace punkty, ktorych $ciezka zmierza do
tego samego punktu stalego, nazywamy basenami atrakcji. Sa one zaznaczone
kolorami: bialym, szarym i czarnym.

4.2. Tteracjaz — 2> + ¢

Teraz, gdy jesteSmy juz przygotowani, aby zaja¢ si¢ wlasciwym tematem tego
paragrafu przyjrzyjmy iteracji z — z* + ¢. Przyjmujac ¢ = 0 otrzymamy:

2
z—Z

Przypominajac sobie wzory de Moivre’a zauwazymy, ze podniesienie liczby
zespolonej do kwadratu to nic innego, jak podniesienie jej modutu do kwadratu
oraz podwojenie argumentu:

2= (re“”')2 =2

Zachowanie niektorych punktéw na plaszczyznie zespolonej przedstawia tabela
oraz rysunek.
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modut argument modut argument modut argument
z 0,8 10° 1,0 10° 1,5 50°
2 0,64 20° 1,0 20° 2,25 100°
z 0,4096 40° 1,0 40° 5,06 200°
z 0,1678 80° 1,0 80° 25,63 40°
210 0,0281 160° 1,0 160° 656,90 80°
22 0,0008 320° 1,0 320° 431439,39 160°

a)

10

Zo

N
j’

10

c)

Rys. 9. Kolejne iteracje (zo, zi, ...) dla liczby zespolonej o module: a) <1,b)=1,¢)>1

Widag¢, ze liczby zespolone o module mniejszym od 1 zmierzaja do punktu
statego, ktorym jest zero. Liczby o module rownym 1 niezaleznie od kroku ite-
racji caly czas znajduja si¢ na okrggu o promieniu 1, a liczby o module wigk-
szym od 1 wraz ze wzrostem kroku iteracji zmierzaja do nieskonczonosci.

4.3. Zbiory wigzniow i uciekinierow
Przestrzen ograniczona jest wigc na dwa obszary. Pierwszy zawiera punkty,
ktére w wyniku iteracji ,,uciekaja”. Nazywa si¢ on zbiorem uciekinierow. Ite-
racja pozostatych punktéw prowadzi do zamknigcia ich w pewnej ograniczone;j
przestrzeni. Zbior zawierajacy takie punkty nazywamy zbiorem wigezniow.
Zbiér Julii to whasnie zbior wigzniéw iteracji z — z* + ¢. Poniewaz ¢ moze
by¢ w tym wypadku dowolng liczba zespolona, dlatego zbiory Julii to rodzina
zbiorow.
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4.4, Samopodobienstwo zbioréw Julii

Teraz, gdy juz wiemy, czym sa zbiory Julii przypatrzmy si¢ widowiskowemu
ich przyktadowi. Jezeli w iteracji z — z~ + ¢ przyjmiemy ¢ = —0,5 + 0,5i otrzy-
mamy fraktal taki, jak na rysunku ponizej. Bardzo dobrze wida¢, ze jest to
obiekt samopodobny.

Rys. 9. Zbidr Julii dla ¢ = —0,5 + 0,5i. Obserwujac kilka powigkszonych fragmentéw doskonale
widac jego samopodobienstwo
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	Wynik, jaki otrzymaliśmy, może być zaskakujący. Wybrzeże pełne jest zatok i wystających cypli o różnej wielkości, dużych i małych. Przy dużej rozwartości cyrkla wiele z nich zostaje pominiętych. Jeśli zwiększymy dokładność pomiaru, mierząc tym samym więcej zatok, to nadal znajdą się jeszcze mniejsze, wciąż pomijane. 
	Taki sam problem napotkamy próbując mierzyć długość fraktali. 
	 
	3.1.2. Krzywa i wyspa Kocha 
	Konstrukcja krzywej Kocha jest bardzo zbliżona do zbioru Cantora. Również składa się z kilku prostych kroków powtarzanych w nieskończoność. Wystarczy znowu podzielić dowolny odcinek na trzy równe części, a następnie utworzyć trójkąt równoramienny, którego podstawą jest środkowa część odcinka. W ten sposób otrzymujemy cztery nowe odcinki (ramiona trójkąta oraz dwie pozostałe części pierwotnego odcinka), dla których ponownie przeprowadzamy tą samą operację. Łącząc trzy odpowiednio obrócone kopie krzywej Kocha otrzymamy wyspę Kocha często nazywaną też płatkiem śniegu. 
	 
	  
	Rys. 4. Pierwsze cztery kroki przy tworzeniu krzywej Kocha 
	 
	Spróbujmy teraz zmierzyć długość krzywej Kocha. Napotkamy podobny problem jak z zatokami na wybrzeżu Wielkiej Brytanii. Pamiętamy, że przybliżając obraz krzywej Kocha cały czas widzimy równie skomplikowaną strukturę. Nie sposób dobrać skalę tak, aby nie pominąć żadnego „zakamarka” tej krzywej. 
	 
	3.2. Wymiar fraktali 
	Jak już zdążyliśmy zauważyć, fraktale to bardzo skomplikowane obiekty, mimo prostoty swojej konstrukcji. Mimo tego, że np. krzywą Kocha z łatwością możemy umieścić na kartce papieru, to nie jest to zwykły obiekt jednowymiarowy. Nasuwa się więc ciekawe pytanie: „Jakiego wymiaru są fraktale?”. 
	 
	3.2.1. Wymiar cyrklowy 
	Mając w pamięci nasze trudy w wyznaczeniu długości linii brzegowej Wielkiej Brytanii naniesiemy zmierzone przez nas wielkości na wykres. Oś X w naszym przypadku będzie przedstawiać logarytm z precyzji naszego pomiaru (czyli z odwrotności rozwartości cyrkla s), a oś Y logarytm zmierzonej linii brzegowej l. Dane prezentują się następująco: 
	 
	  
	Rys. 5. Wykres przedstawiający liniową zależność logarytmu mierzonej długości od logarytmu precyzji, czyli odwrotności rozwartości cyrkla 
	 
	Do wyników została dopasowana prosta metodą regresji liniowej. Jej równanie to: y = 0,3619x + 10,0538. Interesuje nas współczynnik kierunkowy tej prostej: d = 0,3619. Wymiar cyrklowy wyraża się wzorem D = 1 + d, czyli dla przypadku wybrzeża Wielkiej Brytanii jej wymiar cyrklowy jest równy: D ( 1,36. 
	 
	4. Zbiory Julii 
	Gaston Maurice Julia (1893–1978) to francuski matematyk, profesor École Polytechnique. W swojej najbardziej znanej pracy Mémoire sur l’itération des fonctions rationnelles (traktat o iteracji funkcji wymiernych) opisał własności grupy fraktali nazwanych później od jego nazwiska zbiorami Julii. 
	 
	4.1. Baseny atrakcji 
	Zagrajmy w pewną grę. Reguły są bardzo proste. Stawiamy nasz pionek na dowolnym miejscu na planszy. Na każdym kwadracie napisany jest adres pola, na które należy się udać po jego odwiedzeniu. Np. gdy staniemy na polu G8 to następne pole, na które się udamy, to C10. Droga naszego pionka może wyglądać następująco: 
	 Droga pionka wreszcie się kończy na polu, na którym widniejący adres wskazuje to samo pole, mówimy wtedy o punkcie stałym. 
	 Droga pionka nigdy się nie skończy, np. wtedy, gdy po długiej wędrówce trafi on na pole, które zostało już przez niego odwiedzone. 
	 
	 
	 
	   Rys. 7. Plansza z grą
	Rys. 8. Plansza z zaznaczonymi punktami stałymi (duże kropki) oraz basenami atrakcji w odcieniach szarości. Liczby widniejące na poszcze gólnych kwadracikach to liczby ruchów niezbędnych do dotarcia do punktu stałego
	 
	 
	Po chwili zauważymy, że nasza gra posiada trzy punkty stałe (na rysunku zaznaczone kropkami). Obszary łączące punkty, których ścieżka zmierza do tego samego punktu stałego, nazywamy basenami atrakcji. Są one zaznaczone kolorami: białym, szarym i czarnym. 
	 
	4.2. Iteracja z → z2 + c 
	Teraz, gdy jesteśmy już przygotowani, aby zająć się właściwym tematem tego paragrafu przyjrzyjmy iteracji z → z2 + c. Przyjmując c = 0 otrzymamy: 
	z → z2 
	Przypominając sobie wzory de Moivre’a zauważymy, że podniesienie liczby zespolonej do kwadratu to nic innego, jak podniesienie jej modułu do kwadratu oraz podwojenie argumentu: 
	z2 = (reφi)2 = r2e2φi 
	Zachowanie niektórych punktów na płaszczyźnie zespolonej przedstawia tabela oraz rysunek. 
	 
	moduł
	argument
	moduł
	argument
	moduł
	argument
	z
	0,8
	10°
	1,0
	10°
	1,5
	50°
	z2
	0,64
	20°
	1,0
	20°
	2,25
	100°
	z4
	0,4096
	40°
	1,0
	40°
	5,06
	200°
	z8
	0,1678
	80°
	1,0
	80°
	25,63
	40°
	z16
	0,0281
	160°
	1,0
	160°
	656,90
	80°
	z32
	0,0008
	320°
	1,0
	320°
	431439,89
	160°
	 
	  
	Rys. 9. Kolejne iteracje (z0, z1, ...) dla liczby zespolonej o module: a) < 1, b) = 1, c) > 1 
	 
	Widać, że liczby zespolone o module mniejszym od 1 zmierzają do punktu stałego, którym jest zero. Liczby o module równym 1 niezależnie od kroku iteracji cały czas znajdują się na okręgu o promieniu 1, a liczby o module większym od 1 wraz ze wzrostem kroku iteracji zmierzają do nieskończoności. 
	 
	4.3. Zbiory więźniów i uciekinierów 
	Przestrzeń ograniczona jest więc na dwa obszary. Pierwszy zawiera punkty, które w wyniku iteracji „uciekają”. Nazywa się on zbiorem uciekinierów. Iteracja pozostałych punktów prowadzi do zamknięcia ich w pewnej ograniczonej przestrzeni. Zbiór zawierający takie punkty nazywamy zbiorem więźniów. 
	Zbiór Julii to właśnie zbiór więźniów iteracji z → z2 + c. Ponieważ c może być w tym wypadku dowolną liczbą zespoloną, dlatego zbiory Julii to rodzina zbiorów. 
	4.4. Samopodobieństwo zbiorów Julii 
	Teraz, gdy już wiemy, czym są zbiory Julii przypatrzmy się widowiskowemu ich przykładowi. Jeżeli w iteracji z → z2 + c przyjmiemy c = −0,5 + 0,5i otrzymamy fraktal taki, jak na rysunku poniżej. Bardzo dobrze widać, że jest to obiekt samopodobny. 
	 
	  
	Rys. 9. Zbiór Julii dla c = −0,5 + 0,5i. Obserwując kilka powiększonych fragmentów doskonale widać jego samopodobieństwo 
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