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Momenty bezwladnosSci bez calek
Witold Zawadzki

Panuje przekonanie, ze do obliczania momentéw bezwtadnosci bryl konieczna
jest znajomos¢ rachunku catkowego. Okazuje si¢ jednak, ze momenty bezwtad-
nosci wielu bryl mozna obliczy¢ nie uzywajac catek, czego dowodem niech
beda ponizsze przyktady. Przydatna bedzie natomiast znajomos$¢ nastepujacych
twierdzen:

1. moment bezwtadnosci bryly jest wielkoscia addytywna (tzn. moment
bezwladnosci bryty jest suma momentow bezwladnosci czegsci, na ktore
dana bryl¢ mozna roztozyc);

2. twierdzenie Steinera, ktore moéwi: je§li moment bezwladnosci bryly
o masie M wzgledem osi przechodzacej przez $rodek masy ciata wynosi
lo, to moment bezwladnosci tej brylty wzgledem osi rownolegltej do danej
osi i odlegtej od niej o d jest rowny | = I, + md?;

3. moment bezwladno$ci wigkszos$ci bryt mozna zapisa¢ (analiza wymiaro-
wa) w postaci: | =k-m-1?, gdzie: mto masa bryty, | — charakterystyczny
wymiar bryty (np. dlugo$¢, promien), K to bezwymiarowy wspotczynnik
zalezny tylko od ksztattu bryly i wyboru charakterystycznego wymiaru
(np. promien czy $rednica), a niezalezny od wielkosci bryty. Zaprezento-
wana idea obliczania momentéw bezwladnosci polega na obliczeniu wita-
$nie wspotczynnika k.

Analiza wymiarowa

Analiza wymiarowa jest narzedziem powszechnie stosowanym w fizyce, chemii oraz inzy-
nierii. Opiera si¢ na zatozeniu, ze wszystkie wielkosci fizyczne mozna wyrazi¢ jako kom-
binacje wielko$ci podstawowych, tj. masy (m), dtugosci (1), czasu (1) itd. Kazde réwnanie
wiazace wielkos$ci fizyczne musi by¢ wymiarowo spdjne, tzn. wymiar prawej strony musi
by¢ taki sam jak wymiar lewej strony rownania.

W odniesieniu do momentu bezwladnosci, ktorego jednostka jest kg'm®, oznacza to, ze
jedyna mozliwa kombinacja masy oraz wymiaréw bryly, dajaca prawidlowa jednostke
momentu bezwladnosci jest mrl*.

Zatem do dzieta!

1. Na poczatek — co§ prostego!

Obliczymy moment bezwtadnosci cienkiego preta o znanej masie mi dtugosci |,
gdy o$ obrotu jest do niego prostopadta i przechodzi przez jeden z jego koncow.
Zgodnie z tw. 3, mozemy zapisac:

l =k-m-12.
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Przetnijmy ,,my$lowo” nasz pre¢t w bardzo matej odlegtosci Al od jego konca
nie lezacego na osi obrotu (rys. 1).

- ]

G | !

¢ =l oA
Rys. 1.

Korzystajac z tw. 1 moment bezwladnosci catego preta mozemy zapisaé
w postaci sumy momentu bezwladnosci preta o dtugosci | — Al i masie my oraz
cienkiego plasterka (ktéry mozemy potraktowac jako punkt materialny o masie
my) znajdujacego si¢ w odlegtosci | — Al/2 od osi obrotu (*):

l=k-m-(I—AD? +m, ( Az') .
Jak wida¢, w pierwszym sktadniku wystepuje ten sam, szukany wspolczynnik

K, charakterystyczny dla cienkiego preta. Masy my i my obliczamy z proporc;ji:
m_lAl ™Al

b

m | m [

L ok.mi= IA|)3+mI_(|_A7|)2

:k‘ml3—3I2AI+3I(AI)2 (Al)? ml (Iz AH(Al)Z}

Mamy zatem

' I
,,Odciety” kawalek preta jest bardzo krotki (Al <), zatem w powyzszym
wyrazeniu mozemy pomina¢ wyrazy mniejsze niz Al, czyli te z (Al)” itd.:

| =k-m

3 2
Mmﬁ—'.lz —k-m(I% =31Al)+ m-1Al =

I
=kml % = 3kmlAl + mIAl = kml 2 + (1-3k)mlAl

Przyréwnujac otrzymane wyrazenie z zatozonym | =k-m-1?, otrzymujemy
réwnanie:
kmi? = kml? + (1-3k)mlAl,

! Przyjecie odleglosci odcietego kawatka preta od osi obrotu rownej | zamiast I-Al/2 nie zmie-
ni koficowego wyniku, a uprosci obliczenia.
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ktore przy dowolnie matym, lecz niezerowym Al jest spelnione tylko wtedy,
gdy 1-3k=0, czyli k=1/3. Zatem moment bezwladnosci cienkiego preta
wzgledem osi obrotu prostopadiej do niego i przechodzacej przez jeden z jego
koncoéw wyraza si¢ wzorem

==.m-12.
3

2. Cos$ okraglego
Obliczymy moment bezwladnosci walca o znanej masie M i promieniu I,
wzgledem osi symetrii. Moment bezwtadnos$ci punktu materialnego zalezy od
odlegtosci od osi obrotu, zatem moment bezwtadnos$ci walca zalezy od jego
promienia r, a nie zalezy od jego dlugosci (wysokosci)®. Zgodnie z tw. 3, mo-
zemy zatem zapisac

I =k-m-r?.

Podzielmy ,,my$lowo” nasz walec na cienko$cienna rur¢ oraz walec o zmniej-
szonym promieniu (rys. 2).

Rys. 2.

Korzystajac z tw. 1 moment bezwladnos$ci calego walca mozemy zapisaé jako
sumg momentu bezwladno$ci mniejszego walca o promieniu I — Ar i masie m
oraz rury o grubo$ci Ar, promieniu I — Ar/2 = r i masie M.

| =k-m -(r—Ar)?>+m, -r?,
Masy obu czg$ci jak poprzednio obliczamy z proporc;ji:

m o z(r=Ar)’> _(r=Ar)> m, 27rAr _oar

m zr? r m  zr? r

Mamy zatem:

2 Przy zalozeniu niezmiennej masy m walca.
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_ 2 _ 4
(r=ar)” (r—Ar)ermMrzzk-m—(r ar)

+ 2mrAr
r2 r r2

l=k-m
Podobnie, jak w poprzednim zadaniu pomijamy wyrazy wyzszej potegi Ar
1 otrzymujemy:

I =k-m(r? —4rAr)+2mrAr = kmr? —4kmrAr + 2mrAr = kmr? + (2 - 4k)mrAr .

Przyréwnujac otrzymane wyrazenie z zalozonym | =k-m-r?, otrzymujemy
roéwnanie
kmr? = kmr? + (2 —4r)mrAr ,

ktore przy dowolnie matym, lecz niezerowym Ar jest speilnione tylko wtedy,
gdy 2 — 4k =0, czyli k= 1/2. Zatem moment bezwladnosci walca (oraz ptaskie-
go krazka) wzgledem osi symetrii wyraza si¢ wzorem

3. Pora na stozek

Obliczymy moment bezwladnosci stozka o znanej masie m, wysokosci h i pro-
mieniu podstawy r, wzgledem osi symetrii. Jak poprzednio, moment bezwtad-
nosci stozka zalezy od jego promienia I, a nie zalezy bezposrednio od jego wy-
sokosci. Zgodnie z tw. 3, mozemy zatem zapisac

| =k-m-r?.

Odetnijmy ,,my$lowo” od naszego stozka cienki plasterek, rownolegly do pod-
stawy (rys. 3).

Rys. 3.
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Korzystajac z tw. 1 moment bezwladnosci catego stozka mozemy zapisa¢ jako
sume¢ momentu bezwladno$ci mniejszego stozka o promieniu r; =r — Ar i masie
my oraz krazka o grubosci Ah, promieniu r —Ar/2 ~ r i masie m:

I=k-ml'r12+%mz-r2.

Oba stozki sa brytami podobnymi (Ar/r = Ah/h), a stosunek ich objetosci
(rowniez mas), jest rowny trzeciej potedze skali podobienstwa (rownej r/r):

m o (r=Ar)’

m r3 - r3 :
Stosunek masy krazka do masy stozka jest rowny ilorazowi objetosci tych bryt,
zatem:

m, _7r’Ah _3ah_ 3Ar

m_%ﬂrzh_ h r

Mamy zatem:

(r—Ar)?
E——

_ 5
(r —Ar)? +%m%-r2 = k-mqu%m-rAr :

| =k-m
r3

Podobnie, jak w poprzednim zadaniu pomijamy wyrazy wyzsze potegi Ar
1 otrzymujemy:

| =k-m(r? —5rAr)+%mrAr = kmr? — SkmrAr +%mrAr =

=kmr? +(%—5k)mrAr.

Przyréwnujac otrzymane wyrazenie z zalozonym | =k-m-r?, otrzymujemy
roéwnanie

kmr? = kmr 2 +(%—5kjmrAr ,

ktore przy dowolnie matym, lecz niezerowym Ar jest spetione tylko wtedy,
gdy 3/2 — 5k=0, czyli k= 3/10. Zatem moment bezwladnosci stozka wzgledem
osi symetrii wyraza si¢ wzorem
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4. Cienki pret po raz drugi
Obliczymy moment bezwtadnosci cienkiego preta o znanej masie mi dtugosci |,
gdy o$ obrotu jest do niego prostopadia i przechodzi przez srodek preta. Zgod-
nie z tw. 3, mozemy zapisac

| =k-m-12.

Przetnijmy ,,mys$lowo” nasz pr¢t w potowie dlugoscei (rys. 4).

C:a

cd=1/4

Rys. 4.

Korzystajac z tw. 1 moment bezwtadnosci calego preta wzgledem jego osi
symetrii jest dwa razy wiekszy od momentu bezwladnosci jednej potowki
wzgledem osi symetrii catego preta. O$ symetrii kazdej z potowek jest oddalona
od osi obrotu o d = 1/4. Korzystajac z twierdzenia Steinera mozemy napisac:

o m (LY m.(l_)z 1o )
|_2[k2(2j+2 L =Lt c16mi2.

Jak widaé, w pierwszym sktadniku wystepuje ten sam, szukany wspotczynnik k,
charakterystyczny dla preta. Przyrownujac otrzymane wyrazenie z zatozonym

| =k-m-1?, otrzymujemy réwnanie
ki = kmi + 16m2,

ktorego rozwiazaniem jest k=1/12. Zatem moment bezwtadnosci cienkiego pre-
ta wzgledem osi obrotu prostopadtej do niego i przechodzacej przez jego srodek
wyraza si¢ wzorem

1

| =—-m-I2.
12

5. Figury plaskie — trojkat
Obliczymy moment bezwladnos$ci figury ptaskiej — trojkata réwnobocznego
0 znanej masie M i boku o dlugosci a, gdy o$ obrotu jest do niego prostopadta
i przechodzi przez $rodek masy trojkata. Zgodnie z tw. 3 (patrz s. 32, mozemy
zapisac:

| =k-m-a*.
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Przetnijmy ,,mys$lowo” nasz trojkat na 4 mniejsze trojkaty (rys. 5). Srodek jed-
nego z nich znajduje si¢ na osi obrotu, a $rodki trzech pozostatych trojkatow

w odleglosci
d-lavd_al3
3 2 6

Rys. 5.

Korzystajac z tw. 1 zapisujemy moment bezwladnosci calego trojkata jako su-
me¢ momentéw bezwladnos$ci matych trojkatow (dla trzech z nich stosujemy
dodatkowo twierdzenie Steinera).

| =k.%.(%)2 +3.[k.%.(%j2 +%.(a_f]2]=

e 13 L kma? L md? = Lkma? + L ma?
_16kma+3[16kma+48md} 4kma+16ma.

Znowu w pierwszym sktadniku wystepuje szukany wspotczynnik K. Przy-
réwnujac otrzymane wyrazenie z zalozonym | =k-m-|?, otrzymujemy row-
nanie

kma? = Lkma? +Lma2,
4 16
ktérego rozwiazaniem jest K= 1/12. Zatem moment bezwtadnosci trojkata row-
nobocznego wzgledem osi obrotu prostopadiej do niego i przechodzacej przez
srodek jego masy wyraza si¢ wzorem

6. Krazek
Wiemy juz, ze moment bezwladno$ci walca oraz ptaskiego krazka wzgledem
prostopadtej do niego osi przechodzacej przez Srodek wyraza si¢ wzorem:
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Obliczymy teraz moment bezwladnos$ci tego krazka, ale niech osia obrotu
bedzie prosta zawierajaca srednicg. Przyjmijmy uktad wspotrzednych jak na
rys. 6.

Rys. 6.

Odleglto$¢ matego elementu masy Am od osi X jest rowna |y|, a od osi Y —
x|, zatem moment bezwladnosci tego elementu wzgledem osi Y wynosi Amy?,
a wzgledem osi Y — Amx*. Na mocy twierdzenia Pitagorasa suma X*+y*= r?
jest kwadratem odlegtosci r tego elementu od punktu (0,0) (czyli od osi OZ),
zatem suma AMX + Amy’ = Am(x>+Y’) jest momentem bezwladnosci tego
elementu wzgledem osi Z, czyli rozwazanej wcze$niej osi obrotu. Sumujac te
elementarne momenty bezwtadnos$ci po calej powierzchni figury, otrzymujemy
catkowite momenty bezwtadnosci figury: Ix wzgledem osi X, |y wzgledem osi
Y oraz |; — wzgledem osi Z. Analiza ta prowadzi do stwierdzenia (ogolnego dla
figur ptaskich i trzech wzajemnie prostopadtych osi obrotu), ze

I +ly =1,

Po tym ,,wstgpie teoretycznym” wro¢my do obliczenia momentu bezwtadno-
sci krazka. Z udowodnionego przed chwilg twierdzenia wynika, Ze w naszym

przypadku |y +1y = % -m-r?. Skoro Ix = ly, to moment bezwtadnosci krazka

wzgledem jego srednicy wynosi
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7. Sfera (powloka kulista)

Obliczmy moment bezwladnosci cienkiej powtoki kulistej o promieniu R
wzgledem prostej przechodzacej przez jej srodek. Przyjmijmy uktad wspotrzed-
nych jak na rys. 7.

Rys. 7.

Kwadrat odleglosci matego elementu masy Am od osi X okresla rownanie
r=y*+2z%,0odosi Y: r,” =x>+2%,a od osi Z: r,” =x> +y?, zatem mo-
ment bezwladnosci tego elementu wzgledem osi Y wynosi Am- rX2 =
AmM(y* +2%), wzgledem osi Y — Am- rY2 =AM(Xx? +2z%), a osi Z wynosi
Am-r,” = Am(x* + y?) . Suma X*+y*+z’=r? jest kwadratem odlegtosci r elemen-
tu Am od poczatku uktadu wspotrzednych, czyli od srodka sfery, mamy wigc:

AM(Y? +22)+ Am(x? + 22) + Am(X? + y?) =2Am(X*> + y* + z?) =2Am-R?.

W celu obliczenia momentu bezwladnosci ,,wysumujmy” przyczynki w po-
wyzszym rownaniu po catej objgtosci naszej powtoki kulistej. Z lewej strony
roOwnania otrzymujemy sume¢ momentow bezwladno$ci wzgledem trzech kie-
runkow, ale z racji symetrii zagadnienia stanowi to po prostu 3lsgy. Z sumowa-
nia prawej strony rownania otrzymujemy natomiast 2m-R?. A zatem mamy:

31 4oy =2M- R, a zatem:

| gy =5 M- R2.

8. SzeScian

A teraz prawdziwa ,peretka” wérdd zadan: obliczy¢ moment bezwladnosci
sze$cianu o krawedzi dtugosci a i masie m, wzgledem osi obrotu zawierajacej
przekatna szescianu.
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Przy rozwiazaniu tego zadania skorzystamy z trzech twierdzen przedstawio-
nych na poczatku artykulu. Zapisujemy wigc moment bezwtadnos$ci sze§cianu
wzorem | =k-m-a*, w ktorym K jest znowu szukanym wspétczynnikiem.
Rozktadamy szescian na 8 mniejszych sze$cianow, kazdy o krawedzi &/2 i ma-
sie M/8 tak, jak to przedstawiono na rys. 8. Moment bezwtadnosci kazdego
z tych szescianow wzgledem jego przekatnej jest rowny

2
Mmray _ 1y m.a2
kg(z) 32kma.

Rys. 8.

Przekatne dwoch (zaznaczonych na rys. 8) sposrod o§miu sze$cianow zawar-
te sa w przekatnej ,,duzego” szescianu. Przekatne pozostalych 6 szescianow
rownolegte do przekatnej ,,duzego” szescianu leza od tej przekatnej w odleglo-
sci av6/6 (2/3 wysokosci trojkata rownobocznego o boku réwnym av2/2 ).

Na podstawie twierdzenia Steinera oraz twierdzenia o sumowaniu momentow
bezwtadnosci mamy:

2
| :2.Lk.m.a2+6. Lkmaz_i_lm(%J

32 32 8

8 >, 6. a1 2, 1 2
l=—=k-ma +-m-°=-==-k-m-a”+-m-a

32 M T 3

Poroéwnujac otrzymane wyrazenie z zalozona postacia wzoru na moment
bezwladnosci calego szeScianu otrzymujemy rownanie
1

k-m-a?=1k-m-a2+Lim-a?.
4 "3

Rozwiazujemy je, otrzymujemy kolejno:

3kmat=lm.a
4kma 8ma
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3 1
2k=+
4 8

_1.4_1

83 6

Zatem moment bezwladnoS$ci wspomnianego szeScianu wyraza si¢ wzorem
I :%-m- a’. Przedstawione przyktady dowodza, ze do obliczania momentow
bezwtadnosci wielu bryt lub figur ptaskich nie jest konieczna znajomo$¢ ra-
chunku catkowego, przy czym w powyzszych rozwigzaniach wystepuja oczy-
wiscie pewne jego elementy (np. nieskonczenie maty element masy, sumowanie
po calej bryle). Wystarczy dobra wyobraznia przestrzenna oraz znajomo$¢ ana-

lizy wymiarowej i podstawowych twierdzen o momencie bezwtadnosci.

Otrzymane wyniki mozna sprawdzi¢ stosujac zwykte catkowanie. Powyzsze za-
dania mozna potraktowa¢ jako wstep do rachunku rézniczkowego i catkowego.
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