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Dyfuzja i tworzenie si¢ dendrytow
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1. Wstep

Wyobrazmy sobie nastgpujace doswiadczenie. W przestrzeni wypetnionej cieczg
zawieszamy nieruchome, lepkie ziarenko zwane dalej jadrem, nastepnie W pewnej
odleglosci od niego tworzymy drugie ziarenko, ktére moze swobodnie si¢ poruszac.
Ten drugi punkt podlega ruchom Browna, ,,dyfunduje” losowo po calej przestrze-
ni, jak na ponizszym rysunku na lewo. W koncu dotknie jadra, przykleja don, nie-
ruchomieje i powicksza jadro tworzac zlepek, agregat ziaren. Jesli teraz uruchomi-
my kolejng i jeszcze pare tysigcy nastepnych dyfuzji, jak bedzie ewoluowat ksztalt
rosngcego agregatu? Czytelnik, ktory by nie widziatl rozwigzania na ponizszym
rysunku moglby podejrzewaé, ze jadro rosnie jak nieforemna, ale dosyé zwarta
,buta”. Otdz nie, na prawym rysunku widzimy wyraznie tworzenie si¢ struktur
filamentarnych, dendrytow (od greckiego dendros: drzewo).

Rys. 1. Probka losowej trajektorii i agregat wynikajacy z dyfuzji

Dlaczego tak si¢ dzieje? Otoz jest to do$¢ zrozumiale, dyfundujaca czastka si¢
zatrzyma, jesli zahaczy o co$, a znacznie tatwiej jest zderzy¢ si¢ z zewnetrzng
»korona”, niz przedosta¢ si¢ waskimi kanatami blisko wyjSciowego centrum.
Mozna stwierdzi¢, ze z grubsza 75% agregatu, jego centralna cz¢$¢, juz nie ewo-
luuje, ustala si¢, a wzrost jest prawie wytacznie peryferyjny.

Zajmiemy si¢ symulacja komputerowa zjawiska.

2. Symulacja poprzez ,,spacer pijaka”

Wystarczy dysponowac sporg tablica wypelniong np. zerami i generatorem liczb
losowych, ktory w petli generuje jeden z czterech mozliwych kierunkéw ruchu.
W oparciu o ten wynik zwieksza si¢ lub zmniejsza warto$¢ wspotrzednej x lub y
dyfundujacej czastki, az dotknie ona, tj. stanie sie¢ sgsiadem miejsca w tablicy za-
wierajacego liczbe r6zng od zera. Wtedy element tablicy odpowiadajacy potozeniu
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czastki, staje si¢ np. rowny 1, i rozpoczynamy nowa generacj¢. Dyfundujaca
czastka zachowuje si¢ jak potprzytomny obywatel, ktory ma gdzies$ i§¢, ale zderza
si¢ z gesto ustawionymi latarniami i po kazdym zderzeniu zapomina poprzedni
kierunek...

Mozemy tez nieco skomplikowaé tablice, tak by rézne fragmenty agregatu
zawieraly ,,wiek” (czas od przyklejenia) czastki. Pozostaje ustali¢ warunki poczat-
kowe symulacji: czastka moze startowa¢ z dowolnego miejsca na zewnatrz kota
zawierajacego aktualny agregat. Program jest powolny, czastka moze si¢ ,,wale-
sa¢” do$¢ dtugo, zanim dotrze do dendrytu. Mozna go przyspieszy¢ przez odrzu-
cenie nieefektywnych trajektorii, jesli czastka oddali si¢ nadmiernie, wtedy zamiast
czekaé, az wrdci, niszczymy ja, 1 zaczynamy nowa dyfuzje, z mniejszej odlegtosci.

Program mozna przyspieszy¢ takze zauwazajac, ze jesli dyfundujaca czgstka
znajduje si¢ daleko od dendrytu, musi i tak przeby¢ odpowiednio dlugg droge, aby
don dotrzeé. Wiec, zamiast losowaé mate kroczki, mozna od razu wygenerowaé
nowy punkt daleko od aktualnej pozycji. Wybieramy odlegto$¢ nieco mniejszg niz
najmniejsza odleglo$é czastki od agregatu, a poniewaz dyfuzja jest z zatozenia
izotropowa, kierunek ,,skoku” jest losowany rownomiernie w przedziale [0, 2m)
z dodatkowym warunkiem, zeby to byl kierunek zblizajacy czastke do jadra.

To juz nie jest fizyka, ale dzigki temu podczas naszej symulacji dendryt rosnie
w oczach. Ta optymalizacja jest typowym ,.komputerowym oszustwem”, zgod-
nym jednak, co nalezy podkresli¢, z modelem zjawiska, tylko czas symulowany
przestaje mie¢ cokolwiek wspdlnego z czasem rzeczywistym. Wymaga to 0Czy-
wiscie obliczenia dlugosci tego skoku, co tez kosztuje, ale jesli dysponujemy
komputerem z duza pamigcia, sporo obliczen mozna zoptymalizowaé, tworzac np.
specjalng tablicg zawierajaca pozycje wszystkich czastek agregatu.

Do czego nam ta symulacja moze by¢ potrzebna, dlaczego uznaliSmy to dos-
wiadczenie za ciekawe?

3. Dendryty w przyrodzie
Ot6z dendryty sg wszedzie i uniwersalno$¢ mechanizméw ich powstawania i ich
wilasnos$ci topologiczne pozwalajg je lepiej zrozumie¢. Oczywiscie trudno sie do-
szukiwa¢ wspoélnych cech sieci doplywow rzecznych i struktury neuronu w mézgu,
ale naprawde wiele dos¢ odleglych od siebie zjawisk modeluje si¢ zblizona mate-
matyka. Oto kilka przyktadow.
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Rys. 2. Kilka przyktadow rzeczywistych dendrytow
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Od lewej mamy: wzrost bakterii na pozywce, tzw. figure¢ Hele-Shawa powstajaca
gdy do cienkiej warstwy lepkiej cieczy wttoczy si¢ troche cieczy mniej lepkiej
(albo gazu), wreszcie tzw. obrazek Lichtenberga: wyladowanie elektryczne w die-
lektryku. (Aktualnie dysponuje si¢ lepszymi mozliwos$ciami technicznymi niz
miat Lichtenberg (1742—1799), ,,pompuje si¢” np. kawalek szkta organicznego
elektronami z akceleratora, az do wybuchowego rozladowania. Naukowcy nadal
pracuja nad wiasno$ciami tych wytadowan, (ale przy okazji mozna sobie kupié¢
taki kawatek pleksiglasu z malowniczym dendrytem jako pamiatke turystyczna...).
A s$rodkowy obraz rownie dobrze moze przedstawia¢ osad resublimowanego me-
talu, np. magnezu, albo przekrdj przez kawatek rafy koralowej. Wiele krysztatow
ro$nie w ten sposob, a mtody (lub niegdy$ mtody) chemik amator miat prawdopo-
dobnie okazj¢ zabawi¢ si¢ w ,,0grod chemiczny”: do stoika ze szklem wodnym
wrzucamy par¢ krysztalow siarczanu miedzi, Zelaza, manganu, czy kobaltu. Siar-
czan si¢ rozpuszcza i reaguje z krzemianem sodu tworzac nierozpuszczalng bton-
ke, ktora wskutek osmozy puchnie i w pewnym miejscu peka, co powoduje wyla-
nie si¢ siarczanu, ,,wystawienie palca” natychmiast utrwalonego powstaniem nowej
blonki, itd. Tworza si¢ kolorowe formy zblizone ksztalttem do korali. Proponuje-
my takze czytelnikowi ogladnigcie pod mocna lupa klaczka sadzy, albo nalotu
w zamrazalniku lodowki.

4. Dlaczego taka zbieznos$¢ form?

Widzimy teraz dlaczego dendryty chemiczne mogg mie¢ co$ formalnie wspolnego
z iskrzeniem. Nowa odnoga drzewa w ogrodzie chemicznym jest najstabsza, kon-
ce nowych odnoég beda pekaé najtatwiej. Oczywiscie zjawisko jest losowe, czasa-
mi pegkajg fragmenty starsze, ale statystycznie wynik sprzyja tworzeniu si¢ form
drzewiastych.

Iskry: pioruny, czy wytadowania Lichtenberga, sa obszarami zjonizowanego,
przewodzacego gazu, stanowig rodzaj elektrody. Jak wszyscy wiemy, o ile poten-
cjat elektryczny elektrody jest staly, tak natezenie pola zalezy od krzywizny po-
wierzchni, najwicksze jest w poblizu ostrzy. Tam najlatwiej jest jonizowaé nowe
obszary i rozszerzaé iskre¢-elektrode o nowe odnogi.

Podobnie jest z figurami Hele-Shawa, tutaj trzeba przeanalizowac zalezno$é
napigcia powierzchniowego, ktore §ciska wprowadzana obca kroplg, od lokalnej
krzywizny powierzchni. Co do bakterii, Czytelnik zechce sam si¢ zastanowié,
wzigwszy pod uwage, ze bakterie muszg mie¢ pozywienie, a dodatkowo zatruwaja
otoczenie, utrudniajgc tym samym rozmnazanie. Oczywiscie najmtodsze pokole-
nie jest najbardziej agresywne...

Ale dlaczego to ma co$ wspolnego ze ,,spacerem pijaka”? Ot6z ma, tylko
trudno nam tutaj wyluszczy¢é wszystkie szczegoty. W skrocie: pole elektryczne,
albo inne pola fizyczne (np. predkos¢ niescisliwej cieczy, itp.) spelniaja rownanie
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Laplace'a, w dwoch wymiarach: (6%2/0x2 +0%/0y?)V =0. Mozna wykazaé, ze
jesli dla danego punktu (X,y) w przestrzeni na zewnatrz dendrytu zsumujemy war-
toci pola elektrycznego z punktéw, do ktoérych dostajemy sie wielokrotnie ge-
nerujac trajektori¢ losowa, to wynik bedzie rownowazny rozwigzaniu rdwnania
Laplace'a. Tak tez w niektorych problemach fizyki i techniki rozwigzujemy to
rownanie. Oto pozytek z symulowanych pijakow...

5. Fraktalny wymiar dendrytow

Opisany na poczatku niniejszego tekstu mechanizm zwany DLA (Diffusion-Limi-
ted Aggregation, agregacja ograniczona dyfuzjg) zostat przeanalizowany do$¢ nie-
dawno, w 1981 przez T. A. Wittena i L. M. Sandera. Nie miejsce tu, aby omawiac
wiele fascynujacych szczegotow, ale nasza symulacja wystarczy, aby zmierzyé
wymiar topologiczny powstatej figury. Co to jest ten wymiar? Wiemy, ze zyjemy
W przestrzeni trojwymiarowej, ze ,,zwykly” obiekt materialny o okreslonej gestos-
ci posiada mase, ktora z definicji gestosci jest proporcjonalna do jego objetosci,
awigc do r’, gdzie r jest jakim$ charakterystycznym rozmiarem liniowym, np.
promieniem Kkulki, gdyby obiekt byt z grubsza kulisty. W przestrzeni dwuwymia-
rowej objetos¢ nalezy zastapi¢ polem powierzchni. Zwarta ,,.bula” bedzie miata
wymiar rowny 2. Natomiast cienka ,,nitka”, ktora by powstata, gdyby czastki ja
tworzace uktadaty si¢ jedna za druga, bez gwalttownych zawrotow i samo-przeci-
nan, posiadalaby wymiar réwny 1. Charakterystyczng wtasno$cia bytaby dtugosé
nitki w funkcji liczby zawartych w niej czastek.

Ot6z mozemy podczas symulacji DLA mierzy¢ zalezno$¢ miedzy promieniem
(maksymalnym lub $rednim) powstatego agregatu, a liczba czastek wchodzacych
w jego sktad. Okazuje sig, ze ta zalezno$¢, w granicy duzej liczby czastek wyraza
si¢ empiryczng formuta: N =const-r'7. Taki ulamkowy wymiar zwykle bywa
nazywany fraktalnym, jak wigkszo$¢ Czytelnikow wie, i czgsto bywa on niezmien-
nikiem, wynosi tyle samo dla bardzo réznych uktadéw fizycznych. Mechanizm
DLA w trzech wymiarach, ktory jest tak samo tatwy do symulacji jak dwuwymia-
rowy (tylko znacznie powolniejszy...) dostarcza wymiaru z grubsza rownego 2.5.

Nieco bardziej skomplikowany model, w ktérym czastka moze z pewnym
prawdopodobienstwem ,,odmowi¢” przyklejenia si¢, i porusza si¢ nadal, dostarcza
dendrytow bardziej gestych i wlochatych. Maja one wigkszy wymiar fraktalny.
Zalezno$¢ tego wymiaru od ,,lepkosci” czgstek tez jest interesujgcym problemem
fizycznym.

6. Model Hastingsa i Levitova
W 1998 r., M. B. Hastings i L. S. Levitov zauwazyli, Ze rozwigzanie roOwnania
Laplace'a w dwoch wymiarach moze wykorzysta¢ znang od bardzo dawna teorig
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funkcji zmiennej zespolonej i tzw. transformacje konforemne na plaszczyznie
zespolonej.

W skrocie: wyobrazmy sobie transformacje
geometryczng dysku jednostkowego, czyli obszaru
zmiennej zespolonej z takiego, ze |z| < 1: fm(z)

w dysk z ,,wystawionym palcem”, przedstawiony
na rysunku obok.

Parametry (r,¢) okreslaja potozenie i rozmiar odnogi, ¢ bedzie losowane,
r zalezne od generacji. Funkcja f pozwoli nam skonstruowaé znacznie bardziej
ztozong funkcje, ktora transformuje okrag jednostkowy w dendryt. Gdybysmy
znali t¢ niezmiernie skomplikowang funkcj¢ D(z), ktéra opisuje dendryt zawieraja-
cy, powiedzmy, N czastek, to D(f (z)) opisze dendryt z jedng czastkg wiecej. Bie-
rzemy wigc komputer, zaczynamy od Dy(z) przedstawiajgcego dysk, zbidr punktow
odlegtych nie wigcej niz R od centrum, i iterujemy. Funkcja f nie jest nadmiernie
skomplikowana, ale jest nieprzyjemna, na przyklad fr’¢ (2)=€'?f (z)e7, gdzie

1/2
fr(z)zﬁ{(l+r)1;—zz[l+z+z 1+l—21——r}—1}

(Dodatkowo, podczas iteracji nalezy przeskalowywac r, aby zachowaé poprawne
proporcje). Oto poczatkowe narastanie warstw w tym modelu.

Programu generujacego ten obrazek nie bedziemy omawia¢. Naszym celem bylo
zauwazenie, ze dos¢ abstrakcyjnie przedstawiana uczniom teoria zmiennej zespo-
lonej znajduje czasami w fizyce nieoczekiwane zastosowania, a komputery po-
zwalaja na operowanie funkcjami tak zlozonymi, ze nie sposob ich przedstawi¢ na
papierze, gdyz wynikajg z wielokrotnych (czasami: setek tysiecy razy) iteracji.



