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Odbicie fali od granicy oSrodkow

Jerzy Ginter
Uniwersytet Warszawski

Kiedy $wiatlo si¢ odbija?

Znamy doskonale zjawisko zatamania $wiatta na granicy dwoch osrodkow

0 roznych wspoélczynnikach zalamania. Przebiega ono jednak istotnie rdoznie

W dwoch skrajnych przypadkach:

1. Zmiana wspoélczynnika zatamania zachodzi w warstwie powierzchniowe;j

0 grubo$ci matej w poréwnaniu z dtugoscia fali (,,skokowo”, rys. 1a). Wtedy
oprocz promienia zatamanego pojawia si¢ promien odbity.
Jako przyktad moze stuzy¢ odbicie §wiatla od szyby szklanej. Diugos¢ fali
$wiatta zielonego w powietrzu jest rowna w przyblizeniu A= 0,5 pm.
Wspodlczynnik zatamania zmienia si¢ od 1 dla powietrza do 1,5 dla szkta
w warstwie 0 grubosci poréwnywalnej z promieniem atomu, czyli rzedu
d ~ 0,1 nm =0,0001 um. Zatem stosunek A/d ~ 5000.

2. Zmiana wspotczynnika zatamania zachodzi ptynnie w warstwie przej$ciowej

o grubosci znacznie wigkszej od dtugosci fali (rys. 1b). Wtedy promien odbi-
ty si¢ nie pojawia!
Obserwacje tego rodzaju przeprowadza si¢ na granicy wody (na gérze) i nasy-
conego roztworu soli kuchennej (na dole). Przypusémy, ze na skutek zjawiska
dyfuzji grubos¢ warstwy przejsciowej jest rowna d = 1 cm = 10 000 um. Jezeli
dhugo$¢ fali w powietrzu jest rowna A = 0,5 um, w wodzie jest mniejsza i row-
na Ay = 0,5 um/1,33 ~ 0,38 um. Stosunek 4,/d jest wigc rowny okoto 0,00004.

(a) (b)
Rys. 1.

Gdyby $wiatto padato na granice¢ osrodkéw nie pod katem, ale prostopadle:

(@) W przypadku 1 fala odbita znalaztaby sie w tym samym obszarze, co fala
padajaca i nastgpitaby jej interferencja z fala padajaca. Gdyby odbicie byto
catkowite, powstalaby fala stojaca. Kiedy odbicie jest czesciowe, powstaje
fala ,,pétstojgca”, ktdorg mozna potraktowac jako superpozycje fali stojacej
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i fali biegnacej. W obu przypadkach amplituda fali $wietlnej nie jest stata,
ale periodycznie zalezy od potozenia.
(b) W przypadku 2 fali odbitej nie ma — a wiec nie ma i interferencji fal.

Mozna wigc zadaé pytanie: jak gruba musi by¢ ,pltynna” warstwa dzielgca
osrodki, aby od zachowania granicznego (a) przej$¢ do zachowania granicznego
(b)? Opis dla fal elektromagnetycznych bytby dos¢ skomplikowany. Mozna
jednak przesledzi¢ problem na prostym modelu mechanicznym. Mozna do roz-
wigzania zagadnienia zastosowaé prosta metode numeryczng. Zanim jednak do
tego przejdziemy, musimy przypomnie¢ kilka spraw.

Odbicie na granicy dwoch o§rodkéw ciaglych
Przypomnijmy na poczatek, jak zachodzi odbicie na granicy dwoch o$rodkéw
ciggtych. Przyjmijmy, ze granica znajduje si¢ w punkcie X = 0. Mowi si¢ wiec

tak (rys. 2):
1. Na lewo od granicy istnieja dwie fale biegnace:
padajaca:
Up (X, t) = P cos (qux — wt), Q)
i odbita:
Ur (X, t) = Rcos (X + wt). 2
. 2z
gdzie Q= i
2. Na prawo jest jedna fala przechodzaca, biegnaca (1 — 2):
Ug (X, t) = Qcos (02X — wt). 3
Warunek cigglosci funkcji na granicy osrodkéw prowadzi do relacji:
P+R=Q. (4)
Warunek cigglosci pochodnej na granicy osrodkow prowadzi do zwigzku:
p-R=%q=%q=nQ (5)
Oy Z2

gdzie n jest wspotczynnikiem zatamania §wiatta osrodka 2 wzgledem osrod-
ka 1.

—

Up N

<

0 X
Rys. 2.
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Zwykle amplitude fali padajacej P traktuje sie jako wielko$¢ znang. Korzy-
stajac ze wzorow (4) i (5) oblicza si¢ amplitudy fali odbitej R i fali przechodza-
cej Q. My jednak teraz postgpimy troch¢ inaczej. Powiemy: znamy fale w ob-
szarze prawym. Jaka jest fala w obszarze lewym? Fala ta jest superpozycja fal
Up i Ug, ma wigc postac:

U, (x,t)=P cos(gx—wt)+Rcos(gx+awt) =

= P[cos (g,x) cos (wt) + sin(g, X)sin (wt) ] + R[cos(q,X) cos (wt) —sin(g,X)sin (wt) | =
= ( P+ R)cos (g, X)cos (wt) + (P - R)sin (g, X)sin (wt) =

=Q cos (g, x)cos (wt) + nQ sin (g, x)sin (wt). (6)
Wyrazenie to ma posta¢ sumy dwoéch fal stojacych, przesunigtych w fazie
0 ¢wier¢ okresu.

Dla okreslonego X fala ta opisuje zmienno$¢ harmoniczng z czgstoscia koto-
wa . Wyrazenie to mozna przedstawi¢ w postaci:

U, (x,t) =Q4/cos? (g,X) + n? sin(q,x) -
_ cos(,x)
|Jcos?(g,x) + n?sin? (g, x)

nsin(g,x) . )
JJcos?(,x) +n?sin?(q,x) sin(at) |

cos(wt) +

Jest to wigc ruch o amplitudzie, zaleznej od X:

A(X) =Q4/ cos? (g,x +n?)sin?(g,x) =Qy/ 1+ (n? —1)sin?(g,x) . (8)

Faze y(X) tego ruchu okresla zwigzek:

nsin (o, x)
cos (g, x)

Faza w dalszym ciggu nie bedziemy si¢ zajmowac.
Powr6¢my do amplitudy, okreslonej wzorem (8). Wida¢ z niego, ze glebokosc¢
jej oscylacji moze by¢ potraktowana jako miara intensywnosci fali odbitej. Na
przyktad:
— dla n=2 amplituda oscyluje pomiedzy 1 a 2;
— dla odbicia od ostrej granicy nie ma oscylacji, czyli nie pojawia si¢ fala od-
bita, jezeli n = 1. Jest to jednak przypadek trywialny.

tgw (x) = =ntg (g,x) )

Model mechaniczny

Rozwazmy teraz model mechaniczny, o ktorym wspomnieliSmy na poczatku.
Bedzie to uktad kul, ktore moga sie porusza¢ wzdtuz prostej (rys. 3). Kule te
potaczone sag jednakowymi sprezynami, natomiast masy kul:



36 FoTtoN 118, Jesien 2012

fad

po prawej stronie, dla n > 0, masy kul sg jednakowe i réwne 1;

b. po lewej stronie, dla n < —b, masy kul sa jednakowe i rowne 0,25. Zaktadaé
bedziemy dla uproszczenia, ze b jest catkowite.

c. W $rodkowym obszarze przejSciowym masy zmieniajg si¢ ptynnie pomiedzy

skrajnymi warto$ciami. W obliczeniach numerycznych przyjeto masy opisa-

ne ponizszym wzorem (wykres widoczny jest w gornej czgsci rys. 5):

m. =0,25+0, 375[1+ cos(% nﬂ . (10)

Nawias tej funkcji jest rowny 2 dla n = 0, a rowny zeru dla n = -b. Jezeli po-
tozymy b = 1, obszar przej$ciowy zniknie.

11 N N1 N1 ST 11 1 \'® [ )
T T | T T T | | T
-b -1 0 1 2 n
bl >e
mate masy obszar przejsciowy duze masy

Rys. 3.

Réwnania ruchu
Ruch kul naszego modelu opisuja rownania Newtona

Fn=m, a, (12)
gdzie F, oznacza site dziatajaca na n-ta kulg, m, mase tej kuli, a a, jej przyspie-
szenie.
1. Niech U, oznacza wychylenie n-tej kuli z potozenia rownowagi n (rys. 4).

Przyspieszenie a, jest druga pochodna U, wzgledem czasu, czyli:
_dU, ()

8 == (12)

K gl K

HUn—l ’_Jl]n ’_Jl]"*l
n—1 n n+1
Rys. 4.

2. Sita dzialajgca na n-tg kule zalezy od wychylen trzech kul: Uy, U, 1 i Upsy.
Jest ona rozna od zera wtedy, kiedy lewa sprezyna ma inng dlugo$é, niz
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sprezyna prawa. Kula prawa dziata na kule $rodkowa sita proporcjonalng do
wydtuzenia sprezyny:

Fo = K(Un — Un); (13)

gdzie K jest wspotczynnikiem sprezystosci kazdej ze sprezyn.
Podobnie kula lewa dziata na srodkowa sita:

Fi = K(Uy 1 —Uy). (14)
Ich wypadkowa jest wigc rowna:
Frn=K (Ui —Up)+ KUp1—Uy) = K(Upss + Uy g — 2Up). (15)

Podstawmy wzory (12) i (15) do (11) i podzielmy od razu obie strony przez K.
Dostajemy uktad powiazanych ze soba réwnan, opisujacych ruch kul:
m, d*U, ()

Unea(t) + Upa(t) — 2Un(t) = K dt?

(16)

Fale harmoniczne

Ograniczmy si¢ teraz do fal harmonicznych o okreslonej czestosci kotowej @.
W takim przypadku kazda z kul porusza si¢ ruchem periodycznym, ktéry moz-
na opisac¢ funkcja:

Un(t) = A, cos (ot + ¢n). a7

Nieujemna wielko$¢ A, oznacza amplitude, a ¢, fazg tego ruchu.
Korzystajac ze wzoru na sume¢ cosinusOw wyrazenie to mozemy zapisaé
W postaci:

U, (t)=A cos(ot+p,) = A][Cf)s (wt) cos (@,)— sin(wt)sin(g,)] = (18)
=[A, cos(p,)] cos(wt) +[—A sin(g,)] sin(wt) =C cos(at) +S, sin(wt).
Wprowadzilismy w tym wzorze wielkosci
Cn= A, c0s (o), (19)
S, = -Ansin (gn). (20)

Zauwazmy przy okazji, ze (cos’ ¢y + sin’g, = 1):

A =\C}+S]. (21)
Podstawmy wyrazenie (18) do (16). Dostajemy:
(C,.,+C,,—2C, )cos(wt)+(S,., +S,; —2S,)sin(wt) =

_ o ms My e o
= KO C, cos(mt) KO S, sin(wt).

n+1

(22)
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W roéwnaniu tym musza by¢ réwne po obu stronach odpowiednio wspot-
czynniki przy coswt i przy sinwt, bo sg to dwie funkcje liniowo niezalezne.
Prowadzi to do dwoch rownan o identycznej postaci:

C,,+C,,-2C, = —% wC.,, (23)
mn 2
S, +S,,—25 =—h g (24)

n K n*

Pierwsze z nich wigze ze sobg tylko wielkosci C,, a drugie tylko wielkosci Sp.

Jednakowe masy: rozwiazanie analityczne

Jezeli wszystkie masy kul m, sa jednakowe, rownanie (23) ma proste rozwigza-
nie analityczne, odpowiadajace fali stojacej w uktadzie:

C, =cos(gn). (25)

Wielkos¢ = 27” , gdzie A oznacza dtugos¢ fali wyrazong w jednostce row-

nej odlegtosci migdzy kulami, znajdujacymi si¢ w potozeniach réwnowagi.
Podstawiajgc (16) do lewej strony (14) otrzymujemy — stosujac wzory na
sume cosinusow i na kwadrat sinusa:

cos[g(n+1)]+cos[g(n—21)]—2cos(gn) = 2cos(gn)cos(q) —2cos(gn) =

=2[cos(q) —1] cos(gn) = —4sin? (%) cos(qn). (26)
Wstawiajac ten wynik oraz (16) do (14) otrzymujemy:
—4sin? (%) cos(qgn) = —% @* cos(gn). (27)
Skrécimy to wyrazenie przez —cos(gn). Dostaniemy zwiazek pomiedzy q a w:
sin? (gj = 2:2 @?, (28)
czyli
sin(%j:—% m?a) (29)

Zwiazek ten podawany jest przy omawianiu drgan sieci krystalicznej
w kazdym elementarnym podrgczniku fizyki ciala statego.
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Zatozmy jeszcze, ze ( jest mate, czyli dlugo$¢ fali w osrodku jest znacznie
wigksza od odlegtosci migdzy kulami (patrz tez dalej, rys. 5). Mozemy wtedy
zastosowaé przyblizenie sin X = X, co prowadzi do rownosci:

q= o . (30)

Powrd¢my do naszego zagadnienia i zauwazmy: masy m, W obszarze lewym
s cztery razy mniejsze, niz w obszarze prawym. Wynika stad w naszym przy-
blizeniu, ze warto$¢  w obszarze lewym jest dwa razy mniejsza, niz w obszarze
prawym. A wiec dlugos¢ fali w obszarze lewym jest dwa razy wieksza, niz
W obszarze prawym. Oznacza to, ze wspolczynnik zatamania jest rowny 2.

Czytelnik moze sprawdzi¢ samodzielnie, Zze rozwigzania rownania (15)
mozna poszukiwaé w postaci

S, =sin(gn). (31)

Prowadzi to ponownie do zwigzkéw (29) i (30).

Niejednakowe masy, algorytm obliczen numerycznych

Jezeli masy kul nie sg réwne, mozna wyznaczy¢ wielkosci C, i S, numerycznie.

Wielkosci C, wyznaczymy nastepujaco:

1. Przyjmiemy, Ze obszar prawy odpowiada n > 0. W obszarze tym przyjmiemy
dla C, rozwiazanie (25), w ktorym ¢ wyrazimy przez o wzorem (30).

2. Dla obszaru lewego i przejsciowego, czyli dla n < 0, wzor (23) potraktujemy
jako podstawe algorytmu obliczenia numerycznego, w ktorym kolejne C 4
bedziemy wyrazaé przez C, i Cniq (wedrujemy od n =0 w lewo):

Coi= (2—%602](:” —Cy. (32)

W algorytmie tym trzeba przyja¢ dwie wielkosci wyjsciowe, czyli Co i C;.
Obliczymy je ze wzoru (25), obowigzujagcego dla obszaru prawego. Wielkosci

. o . m
te s3 wiec odpowiednio rowne Co=11 C, = COS[ ?“ a)] .

Podobnie obliczymy wielkosci S,.

1. Przyjmiemy dla obszaru prawego n > 0 rozwiazanie (31), w ktorym g wyra-
zimy przez o wzorem (30).

2. Natomiast dla obszaru lewego i przejsciowego wzor (24) potraktujemy jako
podstawe algorytmu

S, 4 =(2—%w2j5n ~Sp- (33)
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W algorytmie tym do obliczenia Sy i S; zastosujemy wzor (31). Wielkosci te

sa wigc odpowiednio rowne Sp =01 S, = sin( % a)J .

Wyniki obliczen numerycznych

Szczegotowe obliczenia numeryczne znajduja si¢ w excelowskim pliku

zmienne_n. W programie tym przyjeto K = 1, @ = 0,2. Mozna w nim dowolnie

zmienia¢ szeroko$¢ obszaru przejsciowego, czyli b.

Przytoczmy tu przyktadowe wyniki dla b = 50 (rys. 5).

1. Krzywa gorna przedstawia zalezno$¢ m, od n. Zgodnie z wyjSciowg umows
w prawej czesci m, = 1, w lewej m, = 0,25.

2. Zalezno$ci obliczonych C, i S, od n przedstawiajg krzywe — odpowiednio
szara i czarna — w srodkowej czesci rys. 5. Zauwazamy, ze w obu przypad-
kach dlugo$¢ fali w obszarze lewym jest dwa razy wieksza niz w obszarze
prawym, czego nalezato oczekiwac na podstawie wzoru (31). W obszarze
przejsciowym ptynnie zmieniajg si¢ zarowno dtugosé fali, jak i jej ampli-
tuda.

Krzywa dolng przedyskutujemy ponize;j.

=250 =200 -150 -100 =50 0 50
Rys. 5.

Uzyskane fale stojace

Powrd¢my do wzoru (19). Wyrazenia C, cos (wt) dla roznych n, z obliczonymi
powyzej warto$ciami C,, odpowiadaja pewnej fali stojacej. Jest ona trochg ro6z-
na od typowo omawianej w szkole, bo jej dtugos¢ fali zmienia si¢ od miejsca do
miejsca. Ponadto rézne sa amplitudy drgan w réznych strzatkach. ,,Przyzwoi-
cie” zachowuje si¢ tylko w obszarach skrajnych, w ktorych masy kul m, sg sta-
fe. Niemniej zalezno$¢ czasowa w kazdym punkcie opisuje ta sama funkcja:
cosat. Podobny charakter ma i czton S;sin wt, jego ruch jest w stosunku do
zalezno$ci poprzedniej przesunigty w fazie o 4 okresu.


zmienne_n.xls
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Budujemy fale biegnaca

Nas jednak wilasciwie interesowalo co$§ innego: oczekiwaliSmy, ze w obszarze
prawym powinna istnie¢ tylko fala biegnaca w prawo (por. rozwazania na po-
czatku artykutu). DopuszczaliSmy przy tym mozliwos$¢, ze w obszarze lewym
bedzie istniata i biegngca w prawo fala padajaca i biegnaca w lewo fala odbita —
ktére w sumie daja falg ,,potstojaca”.

Takie rozwigzanie mozemy sobie zbudowaé z fal omowionych powyzej.
Musimy tylko zauwazy¢, ze fale biegnaca mozna uzyskaé przez superpozycje
fal stojacych. Napiszmy wzor na fale biegnagca w prawo w obszarze prawym
i zastosujmy do niego wzOr na cosinus sumy:

U,(t) =Acos(gn—wt) =Acos(gn) cos (aot)+ Asin (qn) sin (ot). (34)

We wzorze tym amplituda A nie zalezy od n. Utworzmy zatem we wszyst-
kich obszarach funkcje

U, (t) = C, cos wt + S, sin wt. (35)

1. W obszarze prawym C, = Acos(qn) (wzor 25). W pozostatych obszarach
,doczepiliSmy” do tego cosinusa wielkosci C,, obliczone numerycznie.
2. Podobnie w obszarze prawym S, = Asin(qn) (wzér 31), w pozostatych —
znamy S, z obliczen numerycznych.
Na podstawie wzoru (34) widzimy, ze kombinacja (35) daje w prawym ob-
szarze falg biegnaca w prawo o amplitudzie jednostkowe;.
Musimy si¢ zastanowic, jaka jest ta fala w pozostatych obszarach. Mozemy na
to pytanie odpowiedzie¢, obliczajac zaleznos¢ amplitudy fali od n, postugujac si¢

wyrazeniem A, = ﬂ/Cf +S2 (21). Jezeli mamy do czynienia z falg ,,potstojaca”,
amplituda ta nie powinna by¢ stata, ale quasi-periodycznie zaleze¢ od n. Przed-
stawia to dolny wykres na rys. 5. W prawym obszarze przyjeta zostata amplituda
A= 1. Wida¢, ze dla b = 50 wyraznie widoczne sa ,,zafalowania”.

Rysunek 6 przedstawia juz tylko zaleznosci amplitudy A, od n dla trzech
wartos$ci parametru b.

1. Dlab =1 nie ma obszaru przejsciowego, masy dla n > 0 majg warto$¢ rowng
1, dla n < 0 warto$¢ rowng 0,25. Zgodnie z tym, czego nalezato oczekiwac,
amplituda dla n < 0 zmienia sie w funkcji n pomiedzy 1 i2 (patrz wyzej,
rozwazania dla osrodkow ciagtych). Oznacza to, ze w omawianym przypad-
ku pojawita si¢ fala odbita.

2. Dla b =50 zafalowanie jest stabsze, ale jeszcze wyraznie widoczne.

3. Dla b =200 zafalowanie jest juz tylko ledwo widoczne. Oznacza to, ze dla
tak szerokiego obszaru prawie nie pojawia si¢ fala odbita, czyli osiagneliSmy
sytuacje (b) z rozwazan wstepnych. Siegajac do programu komputerowego
tatwo stwierdzi¢, ze w obszarze przejsciowym miesci sie okoto 5 ,,zmien-
nych” dtugosci fali.
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Czytelnik moze problem przesledzi¢ szczegdtowo, zmieniajac dowolnie para-
metr b w programie komputerowym Zmienne n.

2 -

1

0
-250

-200 -150 -100 50

2

1 W\_—

0
-250

-200 -150 -100 50

2

1

0
250

Podsumowanie

-200 -150 -100 50
Rys. 6.

0 50
b =200
0 50

Znalezli$my numerycznie odpowiedz na pytanie postawione na poczatku arty-
kutu. StwierdziliSmy, ze odbicie fali znika, jezeli grubos¢ plynnej warstwy
przejéciowej jest rzedu 10 diugosci fali. Oznacza to — w jezyku znanym z me-
chaniki kwantowej — przejscie do sytuacji, w ktorej mozna stosowacé przyblize-

nie WKB.

Jak zawsze w obliczeniach numerycznych wynik ten zalezy od zespotu wy-
branych parametrow. Rozszerzenie ich zakresu pozostawiamy inwencji Czytel-

nika.



