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Spontaniczne zlamanie symetrii
na przykladach z mechaniki klasycznej

Henryk Arodz
Instytut Fizyki Uniwersytetu Jagielloriskiego

1. Wstep
Nie ulega watpliwosci, ze pojgcie symetrii odgrywa niezwykle istotng role we
wspotczesnej fizyce. Szczegolnie mocno jest ono eksponowane w fizyce kwanto-
wej, gdzie E. P. Wigner stworzyt w latach 30. i 40. XX wieku pickng teorie sy-
metrii. Trudno tez znalez¢ wspotczesny podrecznik elektrodynamiki klasycznej,
w ktérym nie byloby chociazby wzmianki o transformacjach Lorentza i symetrii
relatywistycznej, lub podrecznik mechaniki klasycznej bez twierdzenia Noether.
W latach 60. minionego stulecia, dzigki pionierskim pracom Y. Nambu oraz
J. Goldstone’a, zwrocono uwage na zjawisko spontanicznego ztamania symetrii.
Obecnie zjawisko to, wraz z odpowiednim, do$¢ subtelnym, aparatem pojgciowym
i matematycznym, lezy u podstaw wielu dziatow fizyki, w tym znacznej czesci
fizyki fazy skondensowanej oraz fizyki mikroswiata. Znany teoretyk angielski
T.W.B. Kibble w roku 1976 wysunat hipotezg, Ze jest ono istotne takze dla zrozu-
mienia ewolucji wczesnego Wszechswiata.

W niniejszym artykule chcemy wyjasni¢ Czytelnikowi, co to jest spontanicz-
ne zlamanie symetrii. Podajemy tez kilka przyktadow prostych uktadow mecha-
nicznych, gdzie zjawisko to wystepuje.

2. Symetria i jej ztamanie

Zacznijmy od okreslenia symetrii. Postuzymy si¢ przyktadem. W pustej przestrze-
ni, a wigc bez zadnych pdl lub czastek, umieszczamy jedna czastke. Dla prostoty
przyjmujemy, ze jest ona punktowa. Pomijamy tez efekty relatywistyczne. Wiemy,
jakie stany takiej czastki sa fizycznie mozliwe: spoczynek w dowolnym punkcie
przestrzeni lub ruch jednostajny prostoliniowy. Jest to nikty podzbiér ruchow
mozliwych do pomyslenia. Na przyktad czastka nie bedzie poruszaé si¢ wzdhz
zadnej zakrzywionej linii, chociazby okregu. Fizycznie mozliwy stan mozna prze-
prowadzi¢ w inny taki stan za pomocg pewnych transformacji. Przesunigcie calej
trajektorii o staly wektor (translacja) lub jej obrot o pewien kat wokot jakiej$ osi
da fizycznie mozliwa trajektori¢ naszej czastki. Takie transformacje nazywamy
transformacjami symetrii, a ich zbior symetrig danego uktadu fizycznego. Obroty
i translacje nie wyczerpuja zbioru transformacji symetrii dla naszej czastki. Pelny
ich zbior zawiera jeszcze tak zwane pchnigcia, tj. transformacje zmieniajace pred-
kos¢ czastki o staty wektor, a takze translacje czasowe. Ma on matematyczng stru-
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kturg grupy zwanej grupa Galileusza (gdy uwzglednimy efekty relatywistyczne,
bedzie to grupa Poincarégo).

Jasne jest, ze konkretna trajektoria czastki jest na 0ogdét zmieniana przez trans-
formacj¢ symetrii (czyli nie jest niezmiennicza). Translacja przeprowadza czastke
spoczywajaca w jednym punkcie w czastke spoczywajacg w innym punkcie. Na-
tomiast obrot wokol dowolnej osi przechodzacej przez punkt, w ktérym czastka
spoczywa, nhic nie zmienia.

Sposréd wszystkich fizycznie mozliwych trajektorii uktadu szczegoélnie istot-
ne sg te, ktore maja najnizsza energie. Nazywane sa one stanami podstawowymi.
W wypadku naszej czastki w pustej przestrzeni sa to wszystkie trajektorie ,,punk-
towe”, odpowiadajace czastce spoczywajacej w dowolnym punkcie, bo wtedy
energia kinetyczna przyjmuje minimalng warto$¢ roéwna zeru. Wyobrazmy sobie,
ze czastka znajduje si¢ w jednym ze stanow podstawowych. Méwimy, ze dana
symetria zostala spontanicznie zlamana, gdy ten stan podstawowy nie jest nie-
zmienniczy wzgledem niektorych lub wszystkich transformacji symetrii. W na-
szym przyktadzie spontanicznie ztamana jest miedzy innymi symetria translacyj-
na. Nie jest spontanicznie ztamana symetria zawierajaca obroty wokot dowolne;j
osi przechodzacej przez punkt, w ktérym czastka spoczywa.

Okreslenie, ze symetria zostata ztamana ,,spontanicznie”, nawigzuje do tego,
ze wigkszo$¢ ukladoéw fizycznych samorzutnie, a wiec spontanicznie, zdaza do
standw o najnizszej mozliwej energii (migdzy innymi, wskutek dysypacji energii).

Zauwazmy, ze uklad, w ktorym nastapito spontaniczne ztamanie symetrii, tzn.
znalaz} si¢ on w jednym ze stanéw podstawowych nie niezmienniczych wzgledem
transformacji symetrii, nadal ma symetri¢: transformacje symetrii przeprowadzajg
trajektorie fizycznie mozliwe w trajektorie fizycznie mozliwe. Inaczej mowiac,
zbior wszystkich fizycznie mozliwych trajektorii uktadu nadal jest niezmienniczy
wzgledem transformacji symetrii — jedynie ,,wybrany” przez uktad konkretny stan
podstawowy nie jest niezmienniczy. Spontaniczne ztamanie symetrii jest Czyms$
zupehie r6znym od jawnego zlamania symetrii, z ktorym mamy do czynienia,
gdy przez wilaczenie jakich$ sit (oddziatywan) zmieniamy zbiér transformacji
symetrii. Oczywiscie takze zbior fizycznie mozliwych trajektorii na ogdt ulega
wtedy zmianie. Kontynuujac przyklad z czastka w przestrzeni, wlaczenie stalej
sity grawitacyjnej w catej przestrzeni powoduje, ze fizycznie niemozliwe jest po-
zostawanie w spoczynku lub ruch prostoliniowy ze stata predkoscia. Zbior trans-
formacji symetrii nadal zawiera wszystkie translacje. Symetria wzgledem transla-
¢ji w dwu kierunkach prostopadtych do kierunku sity grawitacyjnej prowadzi do
prawa zachowania odpowiednich sktadowych pedu czastki, natomiast symetria
wzgledem translacji w kierunku do niej réwnoleglym prowadzi do catki ruchu
(tzn. wielkosci zachowywanej) postaci p; — mgt, gdzie p; jest sktadowa pedu
réwnolegla do sily grawitacyjnej, g — przyspieszeniem grawitacyjnym, m — masa
czastki. Poniewaz dpy/dt = mg na mocy rownania Newtona, powyzsza wielkos¢
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jest stala w czasie. Transformacjami symetrii sa tez obroty wokot osi roéwnole-
glych do sity grawitacyjnej, ale nie wokot innych osi. Symetria wzgledem dowol-
nych obrotow zostata jawnie ztamana przez wiaczenie pola. Uktad taki nie ma
stanu o najnizszej energii — energia potencjalna moze by¢ dowolnie mniejsza od
zera. Nieco bardziej realna jest sytuacja, gdy czastka znajduje sie¢ w czesci przes-
trzeni ograniczonej z dotu poziomg ,,podtoga”. Wtedy stany podstawowe istniejg —
sq to stany, w ktorych czastka spoczywa na owej ,,podtodze™. Obecnos¢ ,,podto-
gi” ogranicza w oczywisty sposob zbior transformacji translacji — jest to jawne
ztamanie symetrii translacyjnej.

Zbior wszystkich trajektorii o najnizszej energii nazywany jest rozmaito$cia
prozniowa danego uktadu fizycznego. Termin ten wprowadzono najpierw w kwan-
towej teorii pola, gdzie stan o najnizszej energii jest nazywany stanem prozni.
W wielu wypadkach transformacje symetrii nie zmieniajg energii uktadu. Jesli
wlasnie taka symetria jest spontanicznie ztamana, to stosujac transformacje sy-
metrii do jednego stanu podstawowego, otrzymamy inne stany podstawowe, czyli
rozmaito$¢ prozniowa lub przynajmniej jej czesc.

W wypadku gdy symetria nie jest spontanicznie ztamana, stan podstawowy
pozostaje niezmieniony po dowolnej transformacji symetrii. Przyktadem moze
by¢ przestrzenne wahadlo matematyczne, ktérego ruchomy, obcigzony koniec
moze poruszaé si¢ po sferze o promieniu réwnym dlugosci ramienia wahadta.
Z powodu obecnosci jednorodnego pola grawitacyjnego, a takze dlatego, ze drugi
koniec ramienia jest nieruchomy, symetrig tego uktadu sa jedynie obroty wokot
pionowej osi przechodzacej przez nieruchomy koniec ramienia wahadta. W stanie
podstawowym wahadlo jest nieruchome i jego obcigzony koniec zajmuje najniz-
szg mozliwa pozycje. Obroty wokdt owej osi nie zmieniaja jego potozenia, wigc
nie ma spontanicznego ztamania symetrii.

Brak spontanicznego ztamania symetrii jest typowy dla uktadow kwantowych
zawierajacych zadang skonczong liczbe czastek. Z kolei w kwantowych uktadach
teoriopolowych, mogacych zawiera¢ czastki w dowolnej liczbie, spontaniczne
ztamanie symetrii wystepuje dos¢ czesto, podobnie jak w uktadach niekwanto-
wych (czyli klasycznych).

Wrécémy do przyktadu z czastka w pustej przestrzeni. Mamy tutaj bardzo duza
rozmaito$¢ prozniowa, rowng calej przestrzeni — czastka, spoczywajac w dowol-
nym punkcie przestrzeni, ma minimalng energi¢. Dodajac takiej czastce dowolnie
matg ilo$¢ energii kinetycznej, spowodujemy, ze czgstka bedzie sie przemieszczac
dowolnie daleko w rozmaito$ci prézniowej. Ruchy tego typu sg nazywane moda-
mi Goldstone’a (od angielskiego mode). W przypadku stanu podstawowego wa-
hadta przestrzennego dodanie matej porcji energii kinetycznej umozliwi jedynie

! Nota bene, jest jedna z tajemnic natury, ze wszystkie zaobserwowane dotychczas
uktady fizyczne maja stany podstawowe.
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ruch w matym zakresie odchylen wahadta od potozenia rownowagi trwalej. Tutaj
nie ma modow Goldstone’a.

3. Przyklad spontanicznego zlamania symetrii dyskretnej Z,

Koralik 0 masie m znajduje si¢ na sztywnej obreczy o promieniu R, wirujacej ze
stala predkoscia katowa o wokot nieruchomej, pionowej osi lezacej w jej ptasz-
czyznie i przechodzacej przez jej srodek.

St T STt
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Rys. 1. Koralik na obreczy

Stata sita cigzkosci jest skierowana pionowo w dot. Koralik $lizga si¢ po obreczy
bez tarcia. Jedynym efektem ruchu obrotowego obreczy jest pojawienie sig¢ sity
odsrodkowej, dziatajacej na koralik. Sile tej odpowiada energia potencjalna rowna
—%mRza)2 sin? @, gdzie O jest katem z przedziatu [, 7], okreslajacym potoze-
nie koralika na okregu (patrz rysunek 1). € = 0 odpowiada najnizszemu potozeniu
koralika. Dodajac energi¢ potencjalng grawitacyjng, otrzymujemy nastepujace wy-
razenie dla catkowitej energii potencjalnej koralika

V,(0) = ng(l—cosé’)—%mR%u2 sin? 4. 1)

Koralik w stanie podstawowym ma zerowg energi¢ kinetyczng i minimalng catko-
wita energi¢ potencjalna. Minimum funkcji V1(6) znajdujemy, rozwiazujac rowna-
nie dV,/d@ = 0. Rozniczkujac obie strony wzoru (1), przyrownujac strong lewa do
zera i dzielac przez mgR, otrzymujemy nastepujace roOwnanie

0=sind(l—acosb), 2
gdzie
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Rownanie to ma oczywiste rozwigzanie

6=0. @)
Jednakze gdy a >1, istnieja tez dwa inne rozwigzania
0 =10,, 4)

gdzie 6, jest dodatnim katem wyznaczonym z warunku
cosf, =at. (5)

Z warunku tego wynika, ze kat 8, zawarty jest w przedziale (0, 2). Aby stwier-
dzi¢, dla ktorego z tych rozwigzan funkcja V1(d) ma minimum, mozna zastosowac
standardowa procedure¢ ze sprawdzaniem znaku drugiej pochodnej. Mozna tez za-
uwazyc, iz

Vl(H)=2ngSin2%(l—a+aSin2%). (6)

Ze wzoru (6) natychmiast wynika, ze gdy « < 1, catkowita energia potencjalna
osigga minimum dla § = 0. Z sytuacjg taka mamy do czynienia, gdy predkosc
katowa nie jest zbyt duza: warunek <1 mozna zapisa¢ w postaci

9
ve3

W tym wypadku wykres catkowitej energii potencjalnej ma ksztalt przedstawiony
na rysunku 2.

'
e

n 0
Rys. 2. Energia potencjalna koralika, gdy e <1

Przy wiekszych predkosciach katowych, tzn. gdy o >1, wykres funkcji V(6) ma
ksztalt przedstawiony na rysunku 3. Latwo mozna go uzyskac, korzystajac ze
wzoru (6).
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Rys. 3. Energia potencjalna koralika, gdy o> 1

Teraz calkowita energia potencjalna przyjmuje minimalng warto$¢ dla 6 = 6.
Punkt 6 = 0 stat si¢ potozeniem rownowagi niestabilnej. Polozeniami rownowagi
stabilnej sg 6 = +0,.

Przyjrzyjmy si¢ teraz symetrii tego uktadu fizycznego. O ruchu obrotowym
obreczy mozna ,,zapomnie¢”, jesli tylko uwzglednimy site odsrodkowa, bo jedy-
nym efektem wprowadzanym przez ten ruch jest pojawienie si¢ owej sity. Sita ta
dziata w kierunku prostopadtym do osi obrotu i jest zwrdcona od osi. Zauwazmy
tez, ze koralik nie ,,czuje” pelnej sity ciezkosci, lecz jedynie jej sktadowa styczna
do okrggu. Zardéwno sita odsrodkowa jak i ta sktadowa styczna zaleza od potoze-
nia koralika na obreczy. Jasne jest wigc, ze przesuwanie koralika wzdluz okregu
nie jest transformacja symetrii. Symetrig jest natomiast przeniesienie koralika na
druga cze$¢ obreczy, symetrycznie wzgledem osi obrotu — chodzi o zmiane kata 0
na —6. Dwukrotne wykonanie tej transformacji daje powrot do potozenia wyjscio-
wego, czyli tzw. transformacje¢ identyczno$ciowa. Te dwie transformacje: § — —6
oraz identycznosciowa (czyli & — 6) tworza grupe zwang Z,. Obecnosé tej sy-
metrii ma odzwierciedlenie w tym, ze funkcja V,(0) jest parzysta, V1(0) = Vi(-6).
Potozenie koralika 6 = O jest niezmiennicze wzgledem transformacji symetrii,
potozenia +6, i —0, zas nie sa. Wyniki te oznaczaja, ze przy dostatecznie duzych

predkosciach katowych (a)>,/g/ R) nastgpuje spontaniczne ztamanie symetrii

Z,. Rozmaitoscig prozniowa jest wtedy zbior dwuelementowy £6,. Poniewaz nie-
mozliwy jest ruch wzdhuz takiej rozmaito$ci prézniowej, nie ma tutaj mozliwosci
pojawienia si¢ modow Goldstone’a. Dodajmy, ze symetrig naszego uktadu fi-
zycznego zawsze jest Z, — jest oczywiste, ze zmiana predkosci katowej w jej nie
zmienia.

Model ten stanowi analogi¢ do przejs¢ fazowych: zmiana parametru zewngtrz-
nego, w tym wypadku predkosci katowej w, wywotuje zmiang stanu podstawo-
wego ukladu. W przejsciach fazowych parametrem zewnetrznym jest najczesciej
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temperatura, ale moze tez nim by¢ ci$nienie, pole magnetyczne itd. W wielu przej-
$ciach fazowych nastepuje spontaniczne ztamanie jakiejs symetrii.

4. Przyklad spontanicznego zlamania symetrii ciaglej U(1)

Uktad przedstawiony na rysunku 4 zawiera odwrocone wahadto przestrzenne, za-
mocowane do podlogi w punkcie A. Ruchomy koniec 0 masie m i niewazkie ra-
mig¢ o dlugosci R sg podtrzymywane sprezyna o dlugosci wiasnej |y, zamocowana
do sufitu w punkcie B, doktadnie nad punktem A. Odlegtos$¢ sufitu od podiogi
wynosi hy. Zaktadamy, ze |y + R < h,. Zatem gdy wahadto znajduje si¢ w pozycji
pionowej, sprezyna jest rozciagnigta: ma wtedy dhugosé | = hg — R > I5. Koniec
wahadla moze porusza¢ si¢ po gornej potéwce sfery o promieniu R i $rodku
w punkcie A.

(JC\L
—
-
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Rys. 4. Wahadlo podtrzymywane sprezyna

Uktad ten ma symetri¢ ztozong z transformacji obrotoéw wokot osi przechodzacej
przez punkty A i B. Z matematycznego punktu widzenia zbior ten jest tzw. grupa
U(1) (co czyta sie, ze jest to jednowymiarowa grupa unitarna).

Potozenie wahadla mozemy okresla¢, podajac kat 6, dajacy odchylenie od
pionu, oraz kat azymutalny ¢ (hiezaznaczony na rysunku 4), dajacy potozenie na
plaszczyznie podlogi pionowego rzutu ramienia wahadta. Energia potencjalna
uktadu zalezy jedynie od kata 8 (co ma zwiazek z symetrig U(1)). Jest ona dana
wzorem

V2(9)=ngcose+%k(I —1,)2, @)

gdzie

| =,/nZ +R? —2h,Rcos @ (8)

jest dtugoscig sprezyny, k za$ charakteryzuje jej sprezystosé. Kat @ moze zmieniaé
sie¢ w przedziale [0, n/2].
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Minima energii potencjalnej V,(6) znajdujemy, analizujac warunek dV,/dé = 0.
Prowadzi on do réwnania

el

gdzie
kh
_ o
#7g
Oczywistym rozwigzaniem jest
6=0. (10)

Czy istnieja inne rozwiazania zgodne z warunkiem 0 < 6 < w/2? Przyréwnujac
do zera wyrazenie w nawiasie kwadratowym i stosujac wzor (8), otrzymujemy
réwnanie

2,2
__1 2., p2_ lg
cos 6 = 2hR {ho +R —(y—m)z} (11)

Rozwigzanie istnieje, gdy strona prawa ma warto$¢ w przedziale [0,1], tzn. gdy

Rozwigzujac te nierdownosci, Otrzymujemy nastepujacy warunek na m

m,<m<m", (12)
gdzie

|
m, = u 1—4} m = p|1-— |
( hy—R \hé +R?

Gdy m < m", energia potencjalna osigga minimum dla # = 0, co odpowiada piono-
wemu ustawieniu wahadta. Z kolei dla m z przedziatu otwartego (m,,m") waha-
dto w stanie podstawowym jest odchylone od pionu o kat 8y z przedziatu (0, 7/2),
wyznaczony z réwnania (11). W koncu gdy m > m', wahadto w stanie podstawo-

wym lezy nieruchomo na podlodze, 6y = /2. Wykresy energii potencjalnej sa
przedstawione na rysunku 5.
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Rys. 5. Wykresy energii potencjalnej V,(6). Krzywa A odpowiada sytuacji m <m,, krzywa
B sytuacji m, <m<m", za$ krzywa C m>m"

Aby uwzgledni¢ kat azymutalny ¢, nalezy powyzszy wykres obroci¢ dookota osi
pionowej, co da trzy powierzchnie obrotowe. Powierzchnia otrzymana z krzywej
B nazywana jest czesto kapeluszem meksykanskim. Przez analogi¢ powierzchnig
generowang przez obracanie krzywej C mozna by nazywaé kapeluszem podha-
lanskim.

W przypadkach B i C mamy oczywiscie spontaniczne ztamanie symetrii U(1).
Rozmaito$¢ prozniowa jest teraz okregiem o promieniu R sind,. Ruchy konca wa-
hadta po tym okrggu sa modami Goldstone’a. Dodajmy na wszelki wypadek, ze
gdy wahadlo spoczywa wychylone, to taki stan ukladu nie jest niezmienniczy
wzgledem obrotow wokot osi danej przez rami¢ wahadta. Chodzi o to, ze wpraw-
dzie przy tych obrotach ramig¢ nie zmienia swego potozenia, ale inne czgsci nasze-
go uktadu fizycznego, mianowicie sufit i podtoga, przemieszczaja sig.

Zakonczenie

Pojecia spontanicznego ztamania symetrii, rozmaitosci prézniowej i modéw Gold-
stone’a graja podstawowe role w opisach powstawania i whasnosci tzw. defektow
topologicznych. Naleza do nich na przyktad wiry w nadprzewodnikach i w nad-
ciektym helu, réznego typu $cianki domenowe, a takze jeze w ciektych kryszta-
fach. Spontaniczne ztamanie symetrii jest odpowiedzialne za niezerowg masg spo-
czynkowa wielu czastek elementarnych. Z kolei istnienie modow Goldstone’a
wyjasnia, dlaczego niektore wystepujace w fizyce fazy skondensowanej kwazi-
czastki maja mas¢ rowng zeru. Niezwykle interesujacy jest tez tzw. mechanizm
Higgsa, dzigki ktoremu w pewnych sytuacjach mody Goldstone’a znikajg, tzn. stajg
si¢ niemozliwe do zaobserwowania. Sg to tematy do innych opowiesci 0 sponta-
nicznym ztamaniu symetrii.
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