42 FOTON 122, Jesien 2013

O momencie magnetycznym
nieplaskiego obwodu

Jacek Ciborowski”, Maria Sobol™

“Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki
" Warszawski Uniwersytet Medyczny, Zaklad Biofizyki i Fizjologii Czlowieka

Na wyktadach z elektryczno$ci i magnetyzmu studenci uczg si¢, ze ptaski ob-
wod (rozwaza si¢ zazwyczaj okrag, trojkat lub prostokat), w ktérym plynie prad
o natgzeniu |, jest dipolem magnetycznym posiadajacym moment dipolowy
0 wartosci i = 1S, gdzie S jest powierzchnig tego obwodu. Wektor momentu
dipolowego skierowany jest prostopadle do powierzchni obwodu, a jego punk-
tem zaczepienia jest jego Srodek. Plaska ramke z drutu mozna dowolnie zde-
formowac, zarowno tylko w jej pierwotnej ptaszczyznie (pozostawiajac ja jako
figure ptaska), jak rowniez wyginajac ja tak, aby powstata figura nieptaska.
W pierwszym przypadku mozna tatwo pokazaé, ze powyzszy wzor nadal opisu-
je moment magnetyczny takiej nieregularnej, lecz ptaskiej ramki, a wystepujaca
w nim powierzchnia S jest jej powierzchnig. W drugim przypadku — a taki prze-
strzenny (tréjwymiarowy) twor réwniez musi posiada¢ moment magnetyczny,
gdy w przewodniku ptynie prad — narzuca si¢ pytanie, jaka jest interpretacja
powierzchni S w powyzszym wzorze, gdy obwod jest nieptaski.

Dla ilustracji rozwazmy pewien szczegdlny przyktad obwodu powstatego
W opisany ponizej sposob. Niech bedzie dana prostokatna ramka ze sztywnego
przewodnika o bokach o dlugosci: a (krotszy) i ¢ (dtuzszy). Ramke uchwycono
palcami obu rak za krotsze boki i skrecono je, ustawiajac prostopadle do siebie,
jak pokazano na rys. 1. Wszystkie boki tak powstatej figury sa oczywiscie nadal
odcinkami prostych. W ramce ptynie prad o nat¢zeniu |. Policzmy wektor mo-
mentu magnetycznego tak powstatego obwodu i znajdzmy interpretacj¢ po-
wierzchni S we wzorze = IS w tym przypadku.

Korzystamy ze wzoru na site elektrodynamiczng (zwang sita Ampére’a),
ktora dla odcinka przewodnika 0 dtugosci | w polu magnetycznym o indukcji B
ma postac: F=I11xB. Sity te powoduja powstanie momentu sity dziatajacego
na ramke, ktory zgodnie z definicja wynosi: M=FxF, gdzie ¥ jest odpo-
wiednim ramieniem dziatania sity do wyznaczenia z geometrii zagadnienia
i calo$¢ wysumowana jest po wszystkich bokach ramki. Nastgpnie korzystamy
z definicji wektora momentu magnetycznego: M :ﬁxé, gdzie M jest mo-
mentem silty dziatajacym na dipol magnetyczny o momencie magnetycznym
w polu B. Przyrownujemy powyzsze wyrazenia dla momentu sity i z tej row-
nosci wyznaczamy wspotrzedne wektora momentu magnetycznego.
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Ramke po skrgceniu umie$émy w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych,
jak pokazano na rys. 1. Wierzchotki ramki ABCD znajduja si¢ w punktach
0 nast¢pujacych wspotrzednych: A (0, 0, a/2), B (a/2, b, 0), C (—a/2, b, 0) oraz
D (0, 0, —a/2), gdzie b (b < c) jest odlegltoscia srodkow bokéw AD i BC (patrz
nizej). Przyjmijmy, ze prad plynie w kierunku zgodnym z powyzsza kolejnoscia
wierzchotkow. Przyjmijmy réwniez, ze ramka umieszczona jest w polu magne-
tycznym o indukcji B=[B,, B,,B, |.

. S

o

~
-
~~
~~
~~.
~
~

Rys. 1. Trojwymiarowy, zamkniety obwod (ramka), w ktérym ptynie prad o natezeniu |, jest
dipolem magnetycznym. Jaka jest w takim przypadku interpretacja powierzchni S, wystepujacej
we wzorze na moment magnetyczny u = 1S?

e Na kazdy z bokéw ramki dziata sita Ampére’a, ktorej punkt zaczepienia
przyjmiemy w $rodku danego boku. Srodki bokow, czyli odcinkéw AB, BC,
CD i DA, maja nastepujace wspotrzedne:

OAB (a/4, b/2, a/4), OBC (O, b, 0), OCD (_0/4, b/2, _0/4) oraz ODA (O, O, 0),

e Srodek calej figury znajduje sic w punkcie lezacym w polowie odlegtosci
miedzy $rodkami bokéw AB i CD, czyli ma wspotrzedne: O4(0, b/2, 0);

e Wektory reprezentujace poszczegolne boki sa nastepujace: Iz, = [a/2, b, —a/2],
les =[~a,0,0], lpe =[a/2, —b, —a/2]i 1,5 =1[0,0,al;

o Wektory, bedace ramionami dziatania sit Ampeére’a, zaczepione w $rodku
figury i o strzalce w punkcie srodkowym danego boku, sg nastepujace:

fs =[a/4,0, a/4], ryc =[0,b/2,0], iy =[—a/4,0, —a/d]i 1y, =[0, —5/2,0];
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e Dtugosci bokow AB i CD wynoszg € i stad mozemy obliczy¢ b:

b=+c2-a%/2

Wektor momentu magnetycznego wyznaczamy z rOwnania:
>N =135 (I xB)=jixEB (1)
i i

gdzie X oznacza sumowanie po wszystkich bokach figury, a T i E — odpo-

wiednie wielkosci okreslone powyzej. W rachunkach wygodnie jest skorzystac¢
Z tozsamosci:

— — —

Px(I xB)=1(F-B)—B(Fl).
Rozpiszmy dla przyktadu sktadowa x-owa w (1):
IZ:|:IiX (rlx Bx + r-iy By + riZ Bz)_ Bx(rixlix + riyly + I'-izliz ):| :/usz _/usz '
1
Z poréwnania wspotczynnikow w rownaniach dla wszystkich trzech sktado-
wych otrzymujemy nast¢pujacy wynik dla wektora momentu magnetycznego

skreconej ramki oraz jego dtugosci:

=13 (10 FISEs @

Rys. 2. Ramka z pradem, pokazana na rys. 1, jest dipolem magnetycznym, ktéry mozna przed-

stawi¢ rownowaznie jako uktad dwoch wzajemnie prostopadtych dipoli, utworzonych z ramek
o0 bokach a i b/2
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Wynik ten, jak tatwo mozna sprawdzi¢, jest identyczny z wynikiem, ktory
otrzymaliby$my zastgpujac skrecong ramke z rys. 1 dwiema ptaskimi, prosto-
katnymi ramkami o bokach a i b/2, ustawionymi pod katem prostym, jak poka-
zano na rys. 2. Kazda taka ramka ma moment magnetyczny o warto$ci rownej
lab/2, a wektory ich momentow magnetycznych ustawione sg wzgledem siebie
pod katem prostym, wiec wypadkowy wektor momentu magnetycznego zgodny
jest z (2). Poszukajmy teraz interpretacji powierzchni S we wzorze opisujacym
warto$§¢ momentu magnetycznego, u = IS, w odniesieniu do skr¢conej ramki
zrys. 1. W tym celu obr6¢my ramke w naszym uktadzie wspotrzednych o kat a,
wokot osi Y. Rzut bokéw ramki na ptaszczyzne XY tworzy w ogolnosci trapez
0 podstawach a-sin o i a-cos a oraz wysokos$ci b. Pole powierzchni tego trape-
zu, w funkcji kata o, wynosi: S(a) = ab(sina + cos a)/2. Powierzchnia trapezu

osigga maximum, gdy a = /4 i Wynosi Spax = %ﬁ (rzut bokéw w tym przy-
padku tworzy prostokat). Jest to wartos¢, ktora otrzymalismy w rezultacie prze-
prowadzonych wyzej drobiazgowych rachunkow. Tak wigc powierzchnia S
wchodzaca do wzoru na moment magnetyczny x« = IS stanowi maximum po-
wierzchni rzutu rozwazanej figury na ptaszczyzne. Funkcja f(a) = (Sin o + €0S @)

przedstawiona jest na rys. 3 w funkcji kata o wyrazonego w stopniach.

f(@) = sm(@) + cos(@)
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Rys. 3. Funkcja f (o) = sin a + cos a osiaga maximum dla a = n/4 i jej warto$¢ w maximum wyno-

si: f(n/d) = 2



