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Ruletka dla fizyka

(wprowadzenie do technik Monte-Carlo)

Jerzy Karczmarczuk

Zakiad Informatyki, Uniwersytet w Caen, Francja

Generatory liczb losowych

Aby modelowaé obiekty i procesy nalezace do $wiata rzeczywistego, komputer
musi umie¢ generowac zjawiska losowe, niepowtarzalne (z praktycznego punktu
widzenia), gdyz Natura jest wlasnie taka. Jest to oczywiscie niezbedne w fizyce
statystycznej czy w symulacji proceséw jadrowych. Jednak losowe, albo raczej
pseudolosowe, ciagi liczb znajduja zastosowanie takze w rozmaitych algorytmach
catkowicie deterministycznych, np. aby obliczy¢ objetos¢ skomplikowanego
obiektu, czasami wygodnie jest zapetni¢ go dos¢ gesto losowo wybranymi punkta-
mi; wtedy, przy zadanej sredniej gestosci tych punktow, ich liczba pozwala 0sza-
cowa¢ wynik. Mamy nadzieje, ze te losowe punkty roztozg si¢ rOwnomiernie we-
wnatrz szacowanego obiektu. Wynik jest naturalnie obarczony btedem, ale czesto
interesuje nas jakie$ przyblizenie, a moze 0no nie by¢ gorsze niz otrzymane inny-
mi metodami, o ile ocena ,,gorsze/lepsze” bierze pod uwage np. stosunek doktad-
nosci do kosztow obliczeniowych. Innym przykladem jest szukanie minimum
funkcji wielu zmiennych przez wybor losowy (cho¢ nie ,,$lepy”) punktow-kan-
dydatow. Jest to uzyteczne w szukaniu punktow rownowagi ztozonych uktadéw
fizycznych. Wiemy, ze uklady termodynamiczne daza do maksimum entropii,
uktady mechaniczne minimalizuja tzw. catki dziatania itp. Sa to dwa z licznych
przyktadow technik zwanych popularnie Monte-Carlo. Jak jednak wygenerowac
te losowo wybrane liczby czy punkty? W zasadzie mozna postuzy¢ sie jakims
uktadem fizycznym, np. elektronikg generujacg Szum, substancja radioaktywna
itp., ale dla fizyka istotna jest czesto mozliwos¢ doktadnego powtdrzenia ekspery-
mentu lub obliczen, a prawdziwe uktady losowe nie dajg Si¢ kontrolowac...

Tak wiec, w typowych zastosowaniach, w generacji ciaggow liczb losowych,
wbrew nazwie nie ma nic losowego, algorytmy sg catkowicie okreslone i powta-
rzalne. Nie uzywa Si¢ tez z gory przygotowanych tablic liczb losowych. Tablice
oraz pomiary fizyczne, np. odczyt zegara komputera, moga stuzy¢ do wstepnego
ustawienia generatoréw, ale reszta jest z gory okreslona. Bedace w codziennym
uzyciu algorytmy komputerowe postuguja si¢ $cista matematyka. Typowy genera-
tor jest zwykta funkcja, ktora pobiera jako argument ostatnio wygenerowana licz-
be pseudolosowy i dostarcza nowa wartos¢. Funkcja jest tak ,,dziwaczna”, ze ten
nowy wynik wydaje si¢ nie mie¢ nic wspolnego z poprzednim, a kolejne wartosci
Sa rOwnomiernie rozrzucone w jakims przedziale.
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Matematyczna precyzja stanowi wilasnie Site takich generatorow, ktore Sa
oparte na teorii pozwalajacej wykazaé, ze generator dostarczy np. M = 2% — 1 nie-
powtarzajacych si¢ liczb catkowitych miedzy 0 a M, a nastgpnie powtdrzy caty
ciag. Oczywiscie W uzyciu Sa generatory znacznie lepsze... Profesjonalne genera-
tory pracujg zwykle na liczbach catkowitych miedzy 0 a M — 1, gdzie M jest bar-
dzo duza liczba, np. rowna wspomnianym 2% lub znacznie wicksza. Tak wicc
wszystko wyglada losowo, ale nie spotkaja nas zadne nieprzyjemne niespodzianki.

Utamek w zakresie [a, b) otrzymuje sie, dzielac wynik catkowity przez M,
a nastepnie mnozac przez b — a i dodajac a. W podstawowych algorytmach gene-
racji lepiej nie uzywac bezposrednio liczb utamkowych (zmiennoprzecinkowych),
gdyz jest to wolniejsze, niepewne teoretycznie i zalezne od komputera.

Jednak prosty, niedoskonaty, ale wystarczajacy do prostych testow gene
rator mozna skonstruowa¢ samemu, wystarczy wielokrotnie zastosowaé szybko-
zmienna, ,mieszajaca” funkcje do jakiej$ wartosci rzeczywistej. Przyjmijmy np.
Xo = 0.16524961, albo inng wartos¢ miedzy 0 a 1, oraz do$¢ duzy mnoznik, np.
R = 17652083.651, a nastepnie powtarzajmy: X,.; = frac(R- x,), gdzie frac oznacza
cze$¢ utamkowa liczby rzeczywistej, frac(z) = z — [z]. Nasz model zilustrowany
jako funkcja x, dla 500 warto$ci n przedstawia Si¢ nastepujaco:
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Generujemy w ten sposob liczby roztozone jednorodnie w pewnym przedziale,
liczby, ktoérych rozktad prawdopodobienstwa jest funkcja statg. Ale fizyk potrze-
buje i innych rozktadow, zgodnych z rozktadami niejednorodnymi. Np. jesli chce-
my utworzy¢ model gazu, czesto korzystamy z rozktadu Gibbsa, mowiacego, ze
prawdopodobienstwo stanu mikroskopowego, tj;. zbioru potozen i pedow wszyst-
kich czastek s(x, p), jest proporcjonalne do e5®*T, gdzie k jest stala Boltzmanna:
1.3807 - 10%J/K, T oznacza temperature, a E(S) jest energia danego stanu: suma
energii kinetycznych i ewentualnie, przy obecno$ci oddziatywan, takze sumg ener-
gii potencjalnych.

Nie miejsce tu, aby oméwié szczegdly generowania liczb o dowolnych roz-
ktadach, wrocimy do tego kiedy indziej, ale w powyzszym przykladzie metoda
jest prosta. Aby wygenerowac liczbe losowg x o rozktadzie prawdopodobienstwa
p(x) = ™ miedzy 0 a o, wystarczy wzia¢ losowa warto$¢ r z jednorodnego roz-
ktadu migdzy 0 a 1, a nastgpnie utworzy¢ X = In(1 — r). W ogodlnosci zwykle za-
czynamy od rozktadu jednorodnego, a potem kombinujemy i transformujemy
wyniki. W ten sposob bedziemy réwniez generowaé funkcje losowe, np. szumy,
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losowe trajektorie czastek ptynu itp. Zazwyczaj jest to o wiele trudniejsze niz ge-
nerowanie pojedynczych liczb losowych, gdyz w funkcji losowej sasiednie war-
tosci sa zwykle mocno skorelowane, np. zblizone, wigc to, co wygenerowalismy
dla x, wptywa na warto$ci generowane dla x + Ax.

Czesto potrzebujemy réwniez liczb gaussowskich, losowych miedzy —o a oo,

z rozktadem p(x) = exp ((x — x)%20%)/ 27 o. Jak wiemy, tak zwykle sa roztozo-

ne warto$ci dos$wiadczalne X wokot §redniej X, Z wariancja o, wiec takie rozktady
sa potrzebne np. w symulacji aparatury pomiarowej, ktéra dostarcza wynikow
Z btedami statystycznymi.

Prosty, ale czesto wystarczajacy algorytm generacji jest matg peretka oblicze-
niowa. Zaczniemy od pytania: dlaczego zwykle fluktuacje wartosci wokot sredniej
maja ksztalt krzywej dzwonowej Gaussa? Okazuje si¢, z tzw. centralnego twier-
dzenia granicznego, ze jesli pewna zmienna losowa jest sumg, wynikiem natoze-
nia si¢ wielu sktadnikow o rozsadnych, ale dowolnych rozktadach prawdopodo-
biefstwa — co ma zwykle miejsce w procesach naturalnych i technologicznych —
to przy dostatecznej liczbie sktadnikow wynik jest z grubsza gaussowski, znacznie
wigcej probek wykazuje mate odchylenia od $redniej niz duze, co jest intuicyjnie
oczywiste. Mozemy ten fakt wykorzysta¢ do symulacji. Wygenerujemy kilkadzie-
sigt lub nawet tylko kilkanascie, np. 12 (wygodne ze wzgledu na normalizacje,
wtedy o = 1), liczb losowych jednorodnych w [0, 1) i obliczymy ich sumeg. Wynik
bedzie gaussowski wokét 6. Sprawdzmy to za pomoca programu rysujacego
histogram 20 000 liczb losowych oraz jego sprawdzenie: krzywa Gaussa. Zgod-
nos¢ jest doskonata. Program zostal napisany w polecanym przez nas w zesztym
odcinku jezyku pakietu Scilab, ktorego zaleta jest mozliwo$¢ pisania krotkich
i czytelnych programéw operujacych na tablicach.

R=rand(12,20000) ; o]

histplot (40,sum(R,’'r’")); sl

x=0:0.1:12; u = x - 6;

plot2d(x,exp (-u.*u/2) /sqrt (2*%pi),
strf="000") ;

Pes
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Szczegdly programu sg mato istotne, wystarczy wiedzie¢, ze rand (m, n) gene-
ruje tablice m xn jednorodnych liczb losowych, ze sum pozwala wysumowac ta-
blice po wszystkich wierszach (albo kolumnach), a plot2d rysuje wykres dwu-
wymiarowy o okreslonych parametrach.
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Przyklad: przejscia fazowe w modelu ferromagnetyka

Prze¢wiczmy konkretne zastosowanie generacji liczb losowych w fizyce. Zajmie-
my si¢ tzw. modelem Isinga zjawiska magnetyzacji spontanicznej, napiszemy pro-
gram symulacyjny i pokazemy, jakiego rodzaju ,.chwytow” dopuszcza Si¢ fizyk,
wykorzystujacy metody Monte-Carlo. Celem naszym jest wizualizacja, a takze
nieskomplikowane pomiary wiasno$ci uktadu. Nigdy nie bedziemy traci¢ z oczu
réznic miedzy podejéciem algorytmicznym a procesem realnym. Symulowanym
uktadem jest siatka (tu: dwuwymiarowa, mozna jednak prosto rozwingé model
w trzech wymiarach), w weztach ktorej znajduja sie oddziatujace ,,magnesy”, mo-
gace przyjmowac dwie wartosci lub ustawienia: ,,w gore” lub ,,w dot”. Ten model
dos¢ realistycznie odpowiada rzeczywistemu magnetykowi, zawierajacemu od-
dzialujace kwantowe spiny.

Reprezentacja modelu jest tablica wypelniona liczbami s = +1.
Warto$¢ +1 oznacza moment magnetyczny (spin) skierowany
w gore, —1 — w dot. Sasiednie spiny ,,lubig” ustawiaé Si¢ rowno-
legle, gdyz to zmniejsza energi¢ oddziatywania. W tym modelu
energia pary sasiednich spindw wyraza si¢ wzorem Ej; = -J/2 - s;s;.
J jest dowolng stala okre$lajacy site oddziatywania, mozemy ja przyjac, rowna 1,
zresztg istotny bedzie tylko iloraz J/KT. Statg Boltzmanna rowniez przyjmujemy
réwna jednosci. W symulacjach komputerowych nie ma zwykle powodu, aby
wszystkie state fizyczne mialy swoje prawdziwe warto$ci, hatomiast wazne jest,
aby umie¢ przetransponowaé wyniki symulacji do $wiata rzeczywistego. Jest to
osobny temat do dyskusji.

Na rysunku powyzej wktad spinu centralnego do energii oddziatywania jest
réowny —3 + 1 = —2. Spiny diagonalne, dla prostoty, nie licza si¢ jako najblizsi
sasiedzi, ich wprowadzenie zmienia wtasnosci uktadu w nieznacznym stopniu.
W ogole najwazniejszym parametrem uktadu jest jego wymiar. Spiny ,,nanizane
na nitkg”, tj. tworzace uktad jednowymiarowy, nie wykazuja zadnych ciekawych
zachowan. W dwoch i wiecej wymiarach uktad moze si¢ spontanicznie magneso-
waé W temperaturze nizszej niz tzw. punkt Curie. Energia catosci jest suma po
wszystkich weztach energii jednostkowych, a prawdopodobienstwo danego stanu
jest dane rozktadem Gibbsa: p(s) = 1/Z - exp(-Zs;s;/T), gdzie Z jest stata normali-
zujaca prawdopodobienstwo, a S jest oznaczeniem stanu: ciagu wszystkich s;. Do
symulacji czesto uzywa Sie nastepujgcego algorytmu (Metropolis i inni), ktory
wielokrotnie iteruje nastepujace akcje:

e Kazdemu spinowi ,proponujemy” nowa warto$¢, losowang sposrod mozli-
wych. Tutaj: dwie mozliwoSci.

e Jedli zmieniona energia bylaby mniejsza od wyjsciowej, program akceptuje
zmiang, a uklad przechodzi do nowego stanu.
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o Jedli to spowodowatoby zwigkszenie energii 0 AE, obliczamy warto$¢ q =
exp(—AE/T) i generujemy liczbe losowg r miedzy 0 a 1. Jedli r < g, zmiana
zostaje przyjeta, jesli r >q, spin pozostaje ze starg wartos$cig.

Zauwazamy, ze W wysokich temperaturach  jest prawie rowne jeden i prawie
wszystkie propozycje zostang akceptowane. Fluktuacje termiczne sprzyjaja ba-
taganowi i oddziatywanie migdzy spinami nie jest istotne. Gdy temperatura si¢
zmniejsza, uktad bedzie widocznie preferowat konfiguracje, w ktorych spiny sa-
siednie begda rownoleglte. Uktad bedzie ,,wolal” zmniejsza¢ swojg energi¢ przez
porzadkowanie sgsiednich spindw. Zaczng Si¢ pojawia¢ domeny magnetyczne.
Mozemy ustali¢ temperaturg i pusci¢ symulacje w ,,ruch”, ale ,czas”, w jakim
przebiega odwracanie spindow, jest artefaktem, nie ma w zasadzie nic wspdlnego
Z rzeczywistym czasem, a co interesuje fizyka, to konfiguracja rownowagowa, po
dhugim okresie symulacji, gdy konfiguracja si¢ ustali (w sensie ogdlnym tego sto-
wa, W wysokich temperaturach stan moze si¢ ,,ustali¢” jako szybkozmienny bata-
gan...). Osobe zainteresowang zagadnieniami symulacji i wizualizacji sam proces
ewolucji uktadu moze bardzo interesowaé, przy zachowaniu sporej ostrozno$ci
pewien zwigzek miedzy dynamika symulacji a rzeczywistym dochodzeniem do
stanu rownowagi jednak mozna zaobserwowac, ale chwilowo nie jest to dla nas
wazne.

Mozemy zauwazy¢ tutaj pewien konflikt miedzy realizmem symulowanego
procesu, pozytecznym przy wizualizacji, a jego sprawnoscia. Fizyk zainteresowa-
ny pomiarami magnetyzacji, ciepta whasciwego itp. a nie obrazkami, zauwazy, ze
nie ma sensu proponowaé spinowi jego poprzedniej wartosci, gdyz ta zawsze zo-
stanie zaakceptowana, a to spowolni ewolucje uktadu. Propozycje mozna zredu-
kowa¢ do odwracania. Ale wtedy w wysokich temperaturach uktad bedzie po
prostu regularnie odwracat wszystkie spiny niezaleznie od konfiguracji wyjscio-
wej, bedzie ,,migotal”, co nie ma nic wspdlnego z rzeczywistoscig ani z intuicja.
Tak jest w wielu modelach fizyki komputerowej. Uproszczenia i optymalizacja
nie zawsze ida w parze z uzytecznoscia potrzebng do demonstracji.

Omowiony model jest popularny, ale dla odmiany nasza symulacja wyko-
rzysta nieco inny algorytm, zwany faznig cieplng: poniewaz dla kazdego spinu
znamy jego aktualna energi¢ oddziatywania, a ewentualne odwrocenie spinu zmie-
nia tylko jej znak, mozemy od razu losowa¢ nowa konfiguracje (a nie jej zmiang)
z prawdopodobienstwem danym przez rozktad Gibbsa. Zauwazmy, ze nowe war-
tosci spindw nie zaleza w ogdle od ich wartosci poprzednich, jedynie od sasiadow.
Nie jest to zupehie fizyczne, kazdy rzeczywisty obiekt ma pewna bezwtadnosc,
co powoduje, ze zmiana jego atrybutow tez kosztuje, bez wzgledu na otoczenie,
ale do naszych celéw przyjete zatozenie wystarczy.
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Ponizsze rysunki pokazuja z grubsza ustalone konfiguracje dla T =10, T =1.2
i T=0.5. W niskich temperaturach wynik po bardzo dtugim okresie symulacji jest
banalny, uklad staje si¢ jedng domena, wigc przerwalismy symulacj¢ wezesnie;.

aaliin,

Pomiary

Reprezentacja uktadu jest tablica 300 x 300 punktéw, z periodycznymi warunka-

mi brzegowymi: na prawo od ostatniej kolumny znajduje si¢ znowu pierwsza itp.

Catkowity czas symulacji wynidst zaledwie kilka minut na 2 GHz PC (mimo iz

program napisany w Scilabie nie byt najszybszy), wigC mozemy by¢ nieco ambit-

niejsi. Symulacja rzadko sprowadza si¢ do ogladania, popatrzmy wigc na kilka

globalnych (termodynamicznych) wiasnosci uktadu. Co interesujagcego mozemy

tutaj zmierzy¢?

e Temperature, W jakiej zachowanie modelu ulega gwattownej zmianie, przecho-
dzi od fazy nieuporzadkowanej do spontanicznie ,,namagnesowane;j”.

e Energi¢ catkowita uktadu w funkcji temperatury, a takze jej pochodng: ciepto
wlasciwe.

e Srednig magnetyzacje w funkcji temperatury, a takze jej fluktuacje. Te ostatnie
sg Scisle zwigzane z cieptem wiasciwym uktadu.

Najpierw trzeba zdecydowaé sie
. na zakres temperatur i pozadang
Energia dokladnos¢. Rysunek przedstawia
energie i jej pochodng (obliczong
numerycznie) w funkcji tempera-
tury; pochodna przedstawia oczy-
wiscie cieplo wiasciwe uktadu.
Zauwazamy, ze W poblizu T = 1
ciepto wihasciwe dos¢ gwattownie
ro$nie, CO sugeruje przejsécie fazo-
we, ,,topnienie” lub ,krzepniecie”,
przejscie miedzy stanami mniej
lub bardziej uporzadkowanymi.

0.8+ l., ====== Pochodna
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Skale rysunku zostaty dobrane dowolnie (a pochodna zmienita znak), ale dobrym
¢wiczeniem jest zastanowienie si¢ nad wymiarami wielkosci fizycznych otrzy-
mywanymi z symulacji; kiedy operujemy tylko na liczbach, komputerowi jest
wszystko jedno, czy sa to milimetry, czy kilogramy. Jesli osobie programujace;j te
symulacje tez jest wszystko jedno, to staje si¢ to zabawa majaca saby zwigzek
z fizyka...

Interesujacg wielko$cia bytaby takze $rednia magnetyzacja w funkcji tempe-
ratury. W wysokich temperaturach nie ma domen i $rednia magnetyzacja winna
by¢ rowna zeru. Ponizej temperatury przejscia magnetyzacja winna gwattownie
wzrosng¢. Jak jednak dokonaé tego pomiaru? Policzy¢ $redniag magnetyzacje, tj.
znormalizowang sumg wartosci spinow catego uktadu? Tak byloby najprosciej
i w wysokich temperaturach dostaliby$my zero. Jednak ponizej przejscia fazowe-
go rownowaga ustala si¢ wolno i zupelnie mozliwa jest sytuacja, w ktorej potowa
uktadu bedzie ,,czarna”, a druga potowa ,,biala” przez bardzo dlugi czas. Sredni
spin bedzie nadal rowny zeru. To nie jest dobra technika.

W sukurs przychodzi nam ergodycznosé symulowanego uktadu. W ogdlnosci
jest to pojecie skomplikowane, wymagajace duzej precyzji matematycznej. Dla
nas wystarczy sformulowanie nastepujace: uktad jest ergodyczny, jesli popatrze-
nie na ewolucje jakiego$ jego matego fragmentu w czasie dostarcza nam probek
statystycznie rownowaznych probkom wzietym z tego samego uktadu w tym sa-
mym momencie, ale z r6znych miejsc przestrzeni konfiguracyjnej. Proponujemy
wigC nastepujacy algorytm: po wstgpnym okresie ustalania rownowagi popatrzy-
my na matg probke, powiedzmy 5x 5 spinow, ale przez dtuzszy czas, i policzymy
sumaryczny $redni spin tego poduktadu. Trzeba zda¢ sobie sprawe, ze powtorze-
nie doswiadczenia moze da¢ wynik o odwrotnym znaku, to, czy w symulacji
natrafiliémy na domene bardziej ,bialg”, czy ,,czarng”, jest kwestig przypadku
(w nalezytym rozumieniu stowa przypadek...).

Statystyczne uktady fizyczne zwykle sg ergodyczne. Ale zaraz: przeciez po-
wiedzieliSmy, Ze czas symulacji nie ma nic wspolnego z czasem realnym. Nie
szkodzi. Ba, mozna uzasadni¢, ze ten czy inny uktad symulowany jest ergodyczny
w oderwaniu od dynamiki modelowania. W naszym przypadku ergodycznos¢ jest
wigc jeszcze jednym chwytem technicznym, ale zgodnym z nasza intuicja, osta-
tecznie mozemy sobie wyobrazié, ze z grubsza uktad dazy do rownowagi w symu-
lowanym czasie tak, jakby to robit naprawde. Realizacje tego lub innego algoryt-
mu pozwalajgcego zmierzy¢ magnetyzacje w modelu Isinga pozostawimy Czy-
telnikowi, a do tematu metod Monte-Carlo jeszcze wrocimy.

Kilka propozycji samodzielnych éwiczen

e Model Isinga dotyczy spindow ,.kwantowych”, przyjmujacych dwie wartosci,
np. w gore lub w dot osi z, jesli przestrzenig uktadu jest ptaszczyzna xy. Moze-
my popatrzy¢ na uktad znacznie ciekawszy wizualnie, 0 spinach przyjmujacych
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warto$ci wektorowe § ~s w plaszczyznie Xy, z energig oddziatywania wyrazong
przez iloczyn skalarny -J§; -S;. (Dla przyspieszenia symulacji mozna sig ogra-

niczy¢ np. do 256 mozliwosci i stablicowaé cosinusy katow). Przedstawi¢ two-
rzace si¢ domeny, uzywajac strzatek albo kolorow.

e Wprowadzi¢ zewnetrzne pole magnetyczne, dodajace do energii spinu dodatko-
wy czton, proporcjonalny do wartosci samego spinu. Mozna wtedy popatrzy¢,
jak wyglada podatno$¢ magnetyczna, zaleznos$¢ $redniej magnetyzacji od pola
magnetycznego w réznych temperaturach.

e Przetestowac inne algorytmy symulacji, np. algorytm z ,,demonem”, ktory bie-
ga po ukladzie i losowo zabiera albo przydziela energi¢ spinom, zachowujac
energie catkowita. Pojecie temperatury tutaj nie istnieje. Program co jaki$ czas
,,0zigbia” demona, odbierajac mu czesé ,tupu”. W tej symulacji pomiar sred-
niej energii jest oczywiscie bez sensu, gdyz to my ja kontrolujemy. Zastanowic¢
si¢, co mierzy¢, aby wykry¢ przej$cie fazowe. Popatrzy¢ np. na fluktuacje ma-
gnetyzacji.

Szczegoly realizacji

Poniewaz naszym celem nie jest pokazywanie obrazkow, tylko zachecenie do
wlasnej pracy, a wybdr Scilabu jako jezyka programowania ma to utatwié, przed-
stawimy w sposob niekompletny, ale zrozumiaty, konstrukcje programu. O catosé
mozna Si¢ zwroci¢ do autora, a hiebawem wszystko bedzie zamieszczone na stro-
nach internetowych Fotonu.

Dla o0s6b znajacych typowe techniki programowania nietypowym elementem
bedzie unikanie petli (instrukcji for i zblizonych). Zaczniemy od utworzenia mas-
ki — tablicy pozwalajacej oddzieli¢ spiny ,,parzyste”, S;; Z i + j parzystym, od ,,nie-
parzystych”. Poniewaz energia spinu zalezy wylgcznie od sgsiadow, program
zmieni ,,jednym strzalem” wszystkie spiny parzyste, a potem wszystkie nieparzys-
te. Warto$¢ N ponizej wynosi 300,aN1= N - 1.

x=1:N; // wektor [1,2,3,4,...]

ml=x (ones (x),:); // tabl. ztoz. z identycznych rzeddw jak wyzej
ml=modulo (ml+ml’,2); // tabl [0,1,0,1, ...]; Drugi rzad jest odwrotny
m2=1-ml; // maska przeciwna

Tutaj m1’ jest tablica m1 przetransponowana (wiersze zastepuja kolumny i od-
wrotnie). Teraz zadajemy temperature, np. T = 1.2 (przejscie fazowe jest koto
jedynki) i definiujemy beta=1/T. Pamigtajmy, ze W Scilabie forma a (i, :),
gdzie a jest tablica dwuwymiarowa, a i — pewna wartoscig wskaznika, jest cata
tablica 1-wymiarowa, stanowiaca i-ta kolumne tablicy a.

a=2*round (rand (N,N))-1; // poczatek symulacji, tablica losowa NxN
// zawiera elementy +1 oraz -1
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el=exp (beta); e2=el*el;
gl=el/ (el+1/el);

q2=e2/ (e2+1/e2); // To sa prawdopodobienstwa nowych standw!
pmat=[qg2;ql;0.5;1-ql;1-9g2]; // ... umieszczone w tablicy.

for i=1:200, // Petla stabilizujaca stan

mm=ml; ml=m2; m2=mm; // "Przekrecenie" masek

// Energia potencjalna aktualnej konfiguracji.
u=([la(:,N),a(:,1:N1)] + [a(:,2:N),a(:,1)] +
[a(N,:);a(l:N1,:)] + [a(2:N,:);a(l,:)]1)/2;
// u zawiera wartoéci -2, -1, 0, 1, oraz 2. Zeby wybraé odp.
// prawdopodobienstwo, dodajemy 3 -> 1, 2, 3, 4, oraz 5.
b=matrix (pmat (u+3), [N,N]); // I to jest globalna tablica prawdo-
// podobienstw nowych standw

r=rand(N,N); // Podstawowa warto$¢ losowa generujaca nowy stan
c=((r<=b)*(-1)+(r>b)*1); // *Ewentualne* nowe wartosci

a=a.*ml + c.*m2;

// Jedna maska wybiera spiny parzyste, druga maska nieparzyste. Przy na-
stepne]

// iteracji to sie powtdrzy, ale z druga polowa spindéw. Po to wtasnie
// przekrecamy maski przy kazdej iteracji.

end; // Koniec petli iteracyjnej

I to jest wszystko, reszta jest utworzeniem wizualizacji i sumowaniem energii.
Najbardziej charakterystyczng instrukcja jest obliczenie tablicy u: aby dodaé
warto$ci sgsiadow danego spinu, tworzymy tablice przesuniete: w lewo, w prawo,
w gore i w dot i po prostu je dodajemy, co daje odpowiednie sumy dla wszystkich
spindw na raz. Ten sposob programowania wymaga przyzwyczajenia, ale gdy to
juz nastapi, staje si¢ druga natura...

Podsumowanie

Liczby losowe, syntetyczne szumy i metody Monte-Carlo stanowiag chleb po-
wszedni naukowcow i inzynierow. Warto Sie z nimi zapoznac¢. Pozwalajg obliczac
wyniki symulowanych skomplikowanych eksperymentow, a takze dostarczaja
sporo technik uzytecznych dla teoretykow. Ciekawe jest, ze komputery, bezduszne
narzedzia, $lepo wykonujgce doktadnie okreSlone matematyczne operacje, po-
zwolity na rozwdj technik operujacych losem, nieokreslonoscig, fluktuacjami...
Nie jest to jednak zastugg informatyki, a raczej dobrych teorii matematycznych
oraz intuicji tych, ktorzy zaczeli je stosowac.



