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Stala w przedsionku chaosu

Mateusz Denys
Student V roku fizyki na Uniwersytecie Warszawskim

Liczba x, pierwiastek z dwoch, podstawa logarytméw naturalnych — to stale
matematyczne znane od wiekow. Kazda z nich — gdyby tylko umialy mowié¢ —
moglaby opowiedzie¢ swoja histori¢. Wszystkie sg fundamentalnymi wielko-
$ciami, bez ktorych dzisiejsza matematyka mialaby zupeinie inne oblicze (czy
w ogoble moglaby istnie¢?). Jest jednak wielkos¢, bez ktorej matematycy obywa-
li si¢ az do 1975 roku. Az dziw bierze, ze dopiero wtedy ja odkryto: jest bo-
wiem fundamentalna, wystepuje w szerokiej klasie funkcji, dobrze uwidacznia
si¢ w przyrodzie i... z pewnoscig zastluguje na chwile uwagi! Mowa o stalej
Feigenbauma'. Jej przyktad pokazuje, ze w matematyce wciaz moze byé wiele
do odkrycia.

Jesli spytamy kogo$, ile wynosi liczba 7, zapewne odpowie bez namystu
(chot¢, scisle rzecz biorac, niepoprawnie): trzy i czternascie setnych. Ale bedzie
nam musiato dopisa¢ niezwykte szczgscie, zeby przypadkowo zagadnigta osoba
odpowiedziala na pytanie, ile wynosi, chociaz w grubym przyblizeniu, stala
Feigenbauma. Otz jest to:

4,6692016091029906718532038204662016172581855774757686327456513430...

Odkryl ja Mitchell Jay Feigenbaum, Amerykanin, ktérego dziadkowie ze
strony ojca pochodzili spod Warszawy. Wszystko zaczeto si¢, gdy Feigenbaum
przeniost si¢ z Virginia Polytechnic Institute do Los Alamos, gdzie zlecono mu
probe rozwiazania zagadnienia turbulencji metoda renormalizacji Wilsona. Te-
go zagadnienia rozwigza¢ mu si¢ ostatecznie nie udato, lecz — jak sam powie-
dziatl — skierowato go to ,,w cudownym kierunku”. Feigenbaum zafascynowat
si¢ metodg renormalizacji, pierwotnie uzywang do badania przejs¢ fazowych,
ktora — jak si¢ okazato — nadaje si¢ takze do analizowania przeptywow turbu-
lentnych?. Dzicki uzyciu dosy¢ mtodego wowczas narzedzia badawczego, jakim
byt kalkulator programowalny, trzydziestoletniemu wowczas naukowcowi uda-
lo si¢ obliczy¢, najpierw z doktadnoscia trzech miejsc po przecinku, pewna
granicg... Ale po kolei.

! Tlekro¢ w tym artykule bedzie mowa o statej Feigenbauma, bede miat na mysli tzw. pierw-
sz stata Feigenbauma. Zainteresowanych tzw. drugg stala Feigenbauma i innymi subtelnosciami
teorii chaosu odsytam do ksigzki Michata Tempczyka Teoria chaosu dla odwaznych (patrz: Lite-
ratura).

2 Rzeczywiscie, przejécie od stanu zwyklego przeptywu liniowego do stanu przeplywu turbu-
lentnego przypomina przejscie fazowe.
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Aby wprowadzi¢ stalg Feigenbauma, postuzymy si¢ funkcja matematyczng
zwang odwzorowaniem logistycznym. Funkcja ta w tym kontekScie zostata
spopularyzowana przez Sir Roberta Maya w jego artykule w piSmie Nature,
cho¢ ze wzgledu na uniwersalnos¢ statej Feigenbauma mozna by tu uzy¢ wielu
innych odwzorowan. Odwzorowanie logistyczne ma postaé¢ Xp+g = AXn(1 — Xp).
Na dobrg sprawe, jest to zwykle rownanie paraboli y = a(x —x°), ale zapisane
w formie iteracji. Zaczynamy od pewnej warto$ci poczatkowej Xo, obliczamy x;,
po czym podstawiamy je z powrotem po prawej stronie, aby obliczy¢ X, itd.
Obrazowo pokazuje to rys. 1: opisana przed chwilg procedura to po prostu
»przeskakiwanie” pomiedzy krzywa odwzorowania logistycznego (parabola)
a krzywa y = X naprzemiennie poziomymi i pionowymi ruchami (zaczynamy od
paraboli). Kazdorazowe przechodzenie na prosta y = X i stamtad z powrotem na
parabol¢ odpowiada podstawianiu wcze$niej obliczonego y po prawej stronie
roéwnania jako nowego X.
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Rys. 1. Krzywa odwzorowania logistycznego (parabola) i prosta y = x (linia przerywana)

W ten sposob otrzymujemy co$, co moze by¢ na przyktad prostym modelem
rozwoju populacji zwierzat w pewnym $rodowisku. Kolejne X moga przyjmo-
wac¢ wartosci od 0 do 1, gdzie 0 oznacza populacje zerowa, natomiast 1 — mak-
symalne mozliwe ,,upakowanie” zwierzat w tym Srodowisku. Ogolnie rzecz
biorac, jesli zwierzat jest niewiele, to maja do dyspozycji duze zasoby pozywie-
nia, w zwigzku z czym moga si¢ silnie rozmnazaé (Xn+; > X,). Natomiast jesli
jest ich bardzo duzo, to nastgpuje przesycenie — zwierzeta wymieraja z powodu
braku zasoboéw naturalnych (Xp+1 <X,). Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie
logistyczne daje takie wtasnie zachowanie si¢ populacji (np. dla A =31 X,=0,2
oraz x, = 0,8). Aby powiedzie¢ co$ wigcej o tym zachowaniu, musimy podaé
warto$¢ parametru A, zwanego parametrem bifurkacyjnym. To od niego zalezy,
jak jako$ciowo bedzie si¢ zachowywata liczebno$¢ populacji w kolejnych okre-
sach czasu (w dtugim okresie nie zalezy to od Xg). Aby funkcja nie byta rozbiez-
na i by$my nie obserwowali ujemnych warto$ci, 2 musi si¢ zawiera¢ w przedziale
[0,4]. I tak dla 2 migdzy O a 1 populacja na pewno wyginie (X, — 0).
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Dla A migdzy 1 a 3 x, bedzie zbiegata do wartosci 1 — 1/4 tym wolniej, im
wigksze 1. Rys. 2 pokazuje te zbieznos¢ dla 4 = 2,9.
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Rys. 2. Rozwdj populacji dla 2 =2,9

1 —1/2 jest punktem stalym odwzorowania logistycznego — jednym z dwoch
spetniajacych réwnanie X = AX(1 —X) (drugim jest zero). Méwimy, ze dla tych
wartosci A punkt ten jest atraktorem, albo ze jest Sciggajgcy, bo ,.Scigga” do
siebie wielko$¢ populacji.

Co dalej? 3 jest wartoscig graniczna, dla ktorej zbiezno$¢, inaczej niz dla po-
zostatych wartosci 4, nie jest liniowa, tylko znacznie wolniejsza’.

Powyzej trzech zaczynajg si¢ wartosci A, dla ktorych punkt 1 — 1/4 staje sie
odpychajgcy, a dlugookresowa wielkos¢ populacji zaczyna oscylowaé. Naj-

pierw (3<i<1+ J6 ) migdzy dwiema warto$ciami (rys. 3).
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Rys. 3. Rozwoj populacji dla 4 = 3,3

Potem, wraz ze wzrastajagcym A, miedzy czterema (rys. 4), o$mioma, szesna-
stoma itd. To tzw. podwajanie okresu jest coraz szybsze, tzn. kolejne przedziaty

® Podobnie jest ze zbieznoscia do zera wielkosci populacji dla A = 1.



FoTton 112, Wiosna 2011 39

A odpowiadajace liczbom 2, 4, 8, 16, 32, sg coraz mniejsze. Warto zauwazyc, ze
warto$ci, miedzy ktoérymi oscyluje wielkos¢ populacji, za kazdym razem nie
zaleza od warunkow poczatkowych, lecz jedynie od 4.
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Rys. 4. Rozwoj populacji dla 4 = 3,5

I tu wtasnie pojawia si¢ stata Feigenbauma. Jesli przez 1, 0znaczymy war-
tos¢ A, dla ktorej nastepuje k-te podwojenie okresu, to stata Feigenbauma bedzie
dana przez graniczny stosunek dwoch nastepujacych po sobie przedziatéw A:

j'1<+1_ﬂ1<

e
Mozna powiedziec, ze stala Feigenbauma pojawia si¢ w przedsionku zachowa-
nia chaotycznego. Dlaczego?

Bowiem gdy kaskada podwajania okresu znika, osiggajac statg Feigenbau-
ma, od A rdwnego okoto 3,5699 zaczyna si¢ zachowanie, w ktorym wielko$¢
populacji skacze beztadnie od jednej wartosci do drugiej, jakby w wyniku 1o-
sowania, tak jak narys. 5.
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Rys. 5. Rozwdj populacji dla 1 = 3,9
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Pojawia si¢ chaos deterministyczny — dlaczego chaos, wyjasnia poprzednie
zdanie. Deterministyczny, bo wszystko opisywane jest prostym deterministycz-
nym wzorem na Xn.1. Wszystko, co powiedzieli§my do tej pory, mozna podsu-
mowac tzw. diagramem bifurkacji (czyli rozdwojen), przedstawionym na rys. 6.
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Rys. 6. Diagram bifurkacji
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Na osi poziomej odktadamy A, za$ na pionowej — wartosci, migdzy ktorymi
oscyluje populacja w dtugim okresie, czyli dla n wigkszego od pewnej duzej
liczby (na rys. 6 jest to 5000). Dla zachowania chaotycznego mamy oczywiscie
cate kontinuum takich wartosci’, ale, jak tatwo zauwazy¢, dla 1 mniejszego od 4
nie wszystkie liczby od 0 do 1 moga by¢ osiaggnicte. Poza tym okazuje sig, ze
W ,,morzu” chaosu, ktory na wykresie widnieje jako czarne pole, znajduja sie
tzw. wyspy stabilnosci — czyli w tym przypadku obszary, w ktérych nagle poja-
wia si¢ zachowanie okresowe z okresem na przyktad 3 (i potem 6, 12, 24 itd.)
lub 5 (i potem 10, 20, 40...) albo z dowolnym innym okresem, ktory tez si¢ po-
dwaja i tez stosunek odpowiednich przedziatoéw dazy do stalej Feigenbauma,
w miare jak okres sie zwicksza®. Poczatek jednej z takich wysp stabilnoci —
zachowanie populacji dla 1 = 3,83 — przedstawia rys. 7. Kolejne X, sg na nim
zaznaczone punktami, aby wida¢ bylo trzy wartosci, migedzy ktorymi oscyluje
populacja w dtugim okresie.

* Na rys. 6 zaznaczono punkty x, tylko dla n od 5000 do 5249, aby byto widaé ,.strukture”
diagramu bifurkacji.
% Tego typu wyspy stabilnosci nazywane sa oknami periodycznymi.
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Rys. 7. Rozwdj populacji dla 2 = 3,83

Dodajmy jeszcze, ze diagram bifurkacji charakteryzuje si¢ samopodobien-
stwem, tzn. jego fragment po powigkszeniu jest bardzo podobny do catosci, co
widac na rys. 8.

Rys. 8. Fragment diagramu bifurkacyjnego dla przedziatu 4: 3,56-3,575 oraz x: 0,45-0,54

Po raz pierwszy Feigenbaumowi udato si¢ obliczy¢ stala, ktora pdzniej na-
zwano jego imieniem, w sierpniu 1975 roku, z doktadno$cia zaledwie trzech
miejsc po przecinku. Przez pewien czas probowal on wyrazi¢ ja przez jakas
prosta kombinacj¢ innych znanych matematykom wielkos$ci, co oczywiscie byto
skazane na niepowodzenie, bowiem, jak dzi§ juz wiemy, jest to stata fundamen-
talna. Pojawia si¢ w wielu innych odwzorowaniach, na przyktad w trygonome-
trycznym (Xn+1 = 4 Sin zx;,). Feigenbaum sprawdzit, ze w réznych odwzorowa-
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niach wynosi ona doktadnie tyle samo, cho¢ mogtoby si¢ wydawac, ze dla kaz-
dego odwzorowania powinnismy otrzymywac inng warto$¢. Jak si¢ okazuje,
doktadnie taka sama stata Feigenbauma wystepuje w kazdej funkcji $cisle wkle-
stej okreslonej na pewnym przedziale, posiadajacej w tym przedziale jedno
maksimum i odwzorowujacej ten przedzial w siebie. W przyrodzie jest bardzo
duza klasa zjawisk opisywanych tego typu funkcjami, wigc stalg Feigenbauma
spotyka sie w wielu procesach dynamicznych czy to chemicznych, czy biolo-
gicznych, czy fizycznych. Reakcje chemiczne, dynamika serca, rytmy mozgu,
strumienie, wahadta, oscylatory... — spotykamy ja wszedzie tam, gdzie wystepu-
je kaskada podwajania okresu, niezaleznie od tego, jakie rownanie prowadzi do
tej kaskady.
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