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Chaos, fraktale oraz euroatraktor

Karol Zyczkowski i Artur Lozifiski
Instytut Fizyki UJ

Obserwujac poruszajacy si¢ przedmiot, stawiamy pytanie, jak wyglada¢ bedzie
jego ruch w przysztosci. Scisty opis poruszajacych sie ciat, pozwalajacy na wy-
znaczenie ich trajektorii, nalezy do gtéwnych zadan fizyki, a w szczegdlnosci
mechaniki. Problem klasyfikacji mozliwych rodzajéw ruchu jest tez przedmiotem
badan teorii uktadow dynamicznych, stanowiacej intensywnie rozwijajacy si¢ dziat
wspotczesnej matematyki.

Podstawowe zasady mechaniki sformulowano w XVIII wieku na bazie praw
Newtona. Osiagniete wtedy wyniki umozliwity bardzo doktadny opis ruchu ciat
na ziemi i1 niebie. Wérdd uczonych powszechne byly opinie, ze dynamika stanowi
zamkniety dzial mechaniki, a znajac doktadne potozenie i predkos¢ danego ciata
oraz dziatajace nan sily, mozna przewidzie¢ jego ruch w dowolnie odlegtej przy-
sztosci.

Dopiero w XX wieku jasno zdano sobie sprawe z kluczowego problemu, ktory
napotka sig, realizujac taki program. Nie jest bowiem mozliwe wyznaczenie po-
czatkowego potozenia i predkosci ciata z dowolng doktadnoscia, a wiele uktadow
dynamicznych poprawnie opisujacych rzeczywistos¢ wykazuje niestabilnosc¢: na-
wet bardzo mata zmiana poczatkowego potozenia ciata w zasadniczy sposob wply-
wa na jego ruch w przyszlosci. Doktadnie z taka sytuacja maja do czynienia gracze
w bilard, gdyz niewielka zmiana sity uderzenia w bil¢ moze zadecydowaé o wy-
niku gry. Podobnie mata zmiana ci$nienia czy temperatury pewnego dnia w danym
miejscu na kuli ziemskiej moze istotnie wptyna¢ na pdzniejsze zachowanie sie
atmosfery w innym regionie $wiata. Ten fakt, po opublikowaniu artykutu Edwarda
Lorenza ,,Can the flap of a butterfly’s wing stir up a tornado in Texas™, okre$lany
mianem efektu motyla, utrudnia dtugoterminowe prognozy pogody.

Uktad poruszajacych si¢ cial nazywa sie chaotycznym, jesli dynamika jest
bardzo czuta na poczatkowe potozenie i predkosé jego elementdw. Ruch w takich
uktadach mozna opisywaé zgodnie z klasycznymi zasadami mechaniki, ale uzys-
kane przepowiednie beda wiarygodne tylko przez krotki czas (np. w bilardzie do
momentu zderzenia z inng bilg). Do tej klasy ukladow naleza ukfady nieliniowe,
w ktorych skutek nie jest liniowo proporcjonalny do wielko$ci opisujacej przyczyne.
Rownan ruchu uktadow chaotycznych nie mozna, w ogélnym przypadku, rozwia-
za¢ w sposob Scisty, a polegac trzeba jedynie na przyblizonych metodach nume-

*,,.Czy ruch skrzydet motyla moze wywolaé tornado w Teksasie?”
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rycznych. Szybki wzrost mocy obliczeniowej komputeréw, jaki miat miejsce
W ciagu ostatnich dwudziestu lat, stanowit jedng z przyczyn rozwoju oraz sukce-
sOw teorii chaosu i uktadéw dynamicznych.

Ruch wszystkich ciat w przyrodzie podlega rdéznego rodzajom sit oporu, np.
sit tarcia. To wiasnie sita oporu powietrza, a takze sita tarcia wystgpujaca w zamo-
cowaniu, sprawia, ze puszczone w ruch wahadlo po pewnym czasie zatrzyma sig.
Spoczynkowe potozenie wahadta, pionowo w dol, nie zalezy od jego poczatkowego
wychylenia i predkosci. W takim przypadku moéwimy, ze w ukladzie wystgpuje
atraktor: wyrézniony podzbior mozliwych stanow uktadu, do ktérego nieuchron-
nie zmierza ewolucja uktadu. Pewna charakterystyke atraktora zawiera porzekadto
,»wszystkie drogi prowadza do Rzymu”, gdyz przedstawia wybrany punkt, do
ktorego zmierza kazdy wedrowiec. W przypadku wahadta atraktorem jest jeden
punkt (potozenie réwnowagi), ale w ogdlnosci uktad nie musi dazyé do stanu
spoczynkowego, a atraktory moga posiada¢ skomplikowang strukture. Specjalng
klase stanowig dziwne atraktory, ktore przyciagaja trajektorie z zewnatrz, a ruch
w ich wnetrzu jest chaotyczny i nieprzewidywalny. Pierwszy przyktad takiego
atraktora znalazt Lorenz, analizujac matematyczny model stuzacy do opisu zjawisk
meteorologicznych.
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Rys. 1. Ruch w dziwnym atraktorze Lorenza jest chaotyczny: nie mozna przewidzie¢, czy
w kolejnym kroku trajektoria znajdzie si¢ w jednej petli, czy w drugiej

Pojecie atraktora mozna tez zdefiniowa¢ dla szerokiej klasy przeksztatcen
matematycznych. Przyktadowo, atraktorem operacji mnozenia dowolnej liczby
przez 0,9 jest tylko i wytacznie jedna liczba — zero, o czym wydaja si¢ zapominaé
pewni ekonomisci i politycy, proponujacy wielokrotne opodatkowanie niektorych
dochodow. Dla matematyka atraktorem bedzie wigc przyciagajacy punkt staty
badanego przeksztalcenia. W przypadku przeksztalcen na plaszczyznie atrakto-
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rami mogg by¢ cate zbiory (nie zmieniajgce si¢ pod wptywem tegoz przeksztal-
cenia), czesto o bardzo ciekawej strukturze geometrycznej. Dynamika pewnych
uktadow, opisanych prostymi wzorami, moze prowadzi¢ do atraktoréw o fascy-
nujacych ksztattach. Szczegolnie interesujace sa atraktory samopodobne, np. zbiodr
odkryty przez niemieckiego matematyka Georga Cantora w 1883 roku. Po powig-
kszeniu trzykrotnym lewej czgsci zbioru narysowanego w gornej linijce otrzyma-
my caly zbior.

Rys. 2. Cztery kroki procesu tworzenia zbioru Cantora, polegajace na usunieciu z kazdego
odcinka jego Srodkowej, trzeciej czgsci. Kontynuujac ten proces, otrzymamy zbior fraktal-
ny o wymiarze D = In 2/In 3 ~ 0,63093

Whasnos¢ samopodobienstwa zwigzana jest z pojeciem wymiaru fraktalnego.
Na lekcjach geometrii uczniowie ucza si¢ rozrdznia¢ obiekty jednowymiarowe
(odcinek), dwuwymiarowe (koto, kwadrat) od tréjwymiarowych (szeécian), a zro-
zumienie tych prostych wlasnosci pomaga w zyciu codziennym: drut kupujemy na
metry, za parkiet ptacimy proporcjonalnie do liczby metréw kwadratowych, a po-
jemno$¢ silnika podajemy w centymetrach szeSciennych. Nie jest wigc dla nas
niespodzianka, ze jesli dlugos¢ wszystkich $cian pokoju zwigkszymy dwukrotnie,
to za parkiet bedziemy musieli zaptaci¢ cztery razy wiecej. Przyzwyczajeni zatem
jesteSmy, ze wymiar obiektu wyraza si¢ liczbami naturalnymi: 1, 2 albo 3.

Rys. 3. a) Dywan Sierpinskiego o wymiarze D = In 8/In 3 ~ 1,8928; b) Piramida Sierpin-
skiego o wymiarze D =2
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Jesli chcemy rozmiar odcinka wydrukowanego na papierze zwigkszy¢ trzy-
krotnie, to ilo$¢ potrzebnego tuszu do narysowania tak powigkszonego odcinka tez
wzrosnie trzykrotnie. T¢ intuicyjnie zrozumiata wiasnos¢ mozemy wykorzystac
do zdefiniowania wymiaru fraktalnego:

D= lim In N(P)

P INP

gdzie P jest powickszeniem, a N(P) ilo$cig tuszu niezbedna do narysowania P-krot-
nie powickszonego zbioru. Dla odcinka, zgodnie z przewidywaniami, otrzymu-
jemy Dogcinka = 1. Jednakze w przypadku innych zbioréw, nawet tych zawartych na
prostej, moze by¢ inaczej. Powiekszajac trzykrotnie samopodobny zbioér Cantora,
wystarczy nam tylko dwukrotnie zwigkszy¢ ilo$¢ zuzytego tuszu drukarki. Ta ob-
serwacja $wiadczy 0 tym, ze wymiar zbioru Cantora jest mniejszy od jednoS$ci.
Doprecyzowujac szczegdty matematyczne, mozna podac $cista definicje wymiaru,
ktdéra nie musi by¢ liczba naturalna, ale dla standardowych obiektéw bedzie dawac
oczekiwany wynik 1, 2 lub 3.

Fraktalami nazywamy zbiory geometryczne, dla ktorych wymiar nie jest licz-
ba naturalng. Przyktadowo, fraktalem o wymiarze rownym stosunkowi logarytmu
z 2 do logarytmu z 3 jest zbior Cantora (podzbidr odcinka o wymiarze 1), a dywan
Sierpiniskiego (podzbior kwadratu) stanowi fraktal o wymiarze In 8/In 3. Figura ta
zostata zdefiniowana i zbadana przez wybitnego polskiego matematyka Wactawa
Sierpinskiego w 1915 roku. Warto podkreslié, ze Scista definicja takich figur na-
kazuje w nieskonczono$¢ powtarza¢ procedur¢ usuwania z dywanu coraz mniej-
szych podzbioréw w ksztatcie kwadratu, dlatego tez rysunek dywanu na papierze
jest, z koniecznosci, jedynie jego przyblizeniem. Precyzyjna definicja fraktala jest
jednak bardziej ztozona, gdyz przyktadowo piramida Sierpinskiego jest fraktalem
0 wymierze 2. Obiekty w przyblizeniu samopodobne, o cechach fraktali, wystepuja
W przyrodzie: jeden li§¢ paproci przypomina calg rosling, odpowiednio pomniej-
szona. Podobne cechy ma fragment kwiatu kalafiora, ptatek $niegu, zgrupowanie
chmur, sie¢ doplywow niektorych rzek lub pewne tancuchy gor. Dlatego tez wy-
miar fraktalny nie jest tylko osobliwo$cig matematyczng, ale narzedziem pozwala-
jacym lepiej opisywac otaczajacy nas §wiat.

Analizujac uktady dynamiczne, cickawe z punktu widzenia zastosowan w fi-
zyce, mozna natkngé si¢ na atraktory o strukturze fraktalnej i zadziwiajacych
ksztattach, czesto przypominajace grafike wspotczesng. Z drugiej strony, mozna
tez poszukiwa¢ ukladéw dynamicznych, ktorych atraktory posiadaja okreslony
ksztatt lub spetniaja zadane warunki. W taki sposob kodowa¢ mozna informacje
graficzna: cyfrowy zapis uktadu dynamicznego w postaci definiujacych go row-
nan zajmuje mniej pamigci komputera niz graficzne odwzorowanie, bit po bicie,
odpowiadajacego mu atraktora. W podobny sposob grafika komputerowa, oparta
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na koncepcjach zbiorow fraktalnych i atraktorow, wykorzystywana jest przy two-
rzeniu sztucznych krajobrazow oraz filmowych efektow specjalnych.

Uktady chaotyczne, ktorych ewolucji nie da si¢ przewidzie¢ na dtuzszy czas,
wystepuja nie tylko w zagadnieniach fizyki. Niewielka zmiana warunkéw poczat-
kowych moze zupetnie zmieni¢ przebieg niektorych reakcji chemicznych. Wiele
uzywanych w biologii modeli, opisujacych procesy ewolucyjne, wykazuje rozwia-
zania chaotyczne, a zatem nawet niewielka warunkéw ekologicznych panujacych
na ziemi przed wiekami mogtaby catkowicie zmieni¢ kierunek ewolucji naszego
gatunku. W ciagu ostatniej dekady dynamika nieliniowa znalazta takze zastoso-
wanie w ekonomii oraz w naukach spotecznych. Co prawda teoria uktadéw cha-
otycznych oraz uktadow dynamicznych z zaburzeniami losowymi nie pozwola
przewidzie¢ dzi$ kursu wymiany ztotego do euro w dniu 1 stycznia 2004 lub wyniku
kandydatow partii ABC w wyborach, ale utatwig zrozumienie i modelowanie ob-
serwowanych proceséw spotecznych.

Teoria chaosu i uktadow dynamicznych uprawiana jest w Polsce z powodze-
niem w ro6znych o$rodkach akademickich, a na organizowane konferencje przy-
jezdzaja wybitni uczeni z calego $§wiata. W dniach 19-22 czerwca 2002 roku
w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie odbyta sig¢
konferencja ,,Geometric Theory of Dynamical Systems”
(http://www.im.uj.edu.pl/gtds), a Instytut Biocybernetyki PAN w Warszawie zor-
ganizowal w okresie 18—27 czerwca konferencje ,,Euroattractor 2002, poswigcona
dynamice nieliniowej i analizie sygnatow czasowych
(http://hrabia.ibib.waw.pl/~euroattractor).

Konferencja Euroattractor, po raz trzeci organizowana w Warszawie, mimo
swej nazwy przycigga takze naukowcow spoza Europy. Nazwa ta zainspirowala
nas do poszukania uktadu dynamicznego, ktorego atraktor ma ksztalt zblizony do
konturéw naszego kontynentu. Niezaleznie od wyjsciowego zbioru na plaszczyz-
nie, ewolucja uktadu w czasie dgzy¢ bedzie do zbioru przedstawionego na rys 4.
Szczegdtowe dane mozna znalez¢ w naszym artykule w Internecie:
http://www.arxiv.org/abs/nlin.CD/0210071
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Rys. 4. Euroatraktor: zbior nie zmieniajacy si¢ podczas ewolucji uktadu w czasie
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Patrzac na zmiany polityczne, zachodzace w Europie w ciagu ostatniej deka-
dy, mozna zastanawia¢ si¢, czy Unia Europejska ma tyle sity przyciagania, aby
sta¢ si¢ globalnym atraktorem, przyciagajacym wszystkie kraje naszego konty-
nentu. Wydawatoby si¢, ze odpowiedzi na to pytanie powinny dostarczy¢ nauki
polityczne i spoteczne. Ale teoria ukladow nieliniowych uczy nas, Ze prognozo-
wanie ewolucji uktadow niestabilnych w czasie nie jest mozliwe na dluzsza metg.
Czy pozostaje nam jedynie bierne oczekiwanie na nieuchronny rozwoj wydarzen?
A moze, biorac przyktad z motyla Lorenza, wystarczy w odpowiednim momencie
delikatnie zatrzepotaé skrzydetkiem?
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