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Predkos¢ kulki

staczajacej si¢ z rowni pochylej

Zadanie z XXI Olimpiady fizycznej 1971/1972"
Opracowal Tadeusz M. Molenda

Zawody Stopnia I, zadanie teoretyczne

Na wierzchotku rowni o wysokosci h znajduje si¢ kulka. Poczatkowe predkosci
kulki (liniowa i katowa) sa rowne zeru. Wspotczynnik tarcia posuwistego (sta-
tycznego i kinetycznego) kulki o rowni¢ wynosi f = 2/7. Wspdtczynnik tarcia
tocznego kulki o rowni¢ rowny jest zeru. W pewnej chwili puszczamy kulke.
Jak koncowa predkos¢ liniowa kulki v (tj. predkosé srodka kulki w chwili, gdy
mija ona najnizszy punkt roéwni) zalezy od kata nachylenia rowni a? Zrob szkic
wykresu funkcji v(a).

Rozwiazanie
Wprowadzmy oznaczenia:

T — sila tarcia (statycznego lub poslizgowego) miedzy kulka a réwnia,
N — sifa nacisku kulki na rownie

! Zadanie zostato udostepnione z bazy zadafh Olimpiady Fizycznej w Szczecinie (www.of.szc.pl/)
i dla Fotonu przygotowane przez przewodniczacego Komitetu Okregowego OF w Szczecinie dra
Tadeusza Molende. W bazie znajduje sie tez zamieszczony w zbiorze Andrzeja Szymachy doda-
tek ,,dowcipny sposob znalezienia wzoru na moment bezwladnosci kuli nie odwotujgc sie do
catkowania”.

Zadanie wraz z rozwiazaniem zostalo opublikowane W zbiorze ,,Olimpiady Fizyczne XXI
i XXI1”, WSiP, Warszawa 1975, str. 41 — 49, przez Andrzeja Szymache 6wczesnego cztonka
Zarzadu KGOF; Zbior zadan z olimpiady fizycznej. WSIiP, Warszawa 1987, zad. 6.2, przez Wal-
demara Gorzkowskiego dwczesnego cztonka Zarzadu KGOF, pdzniejszego sekretarza naukowe-
go w Komitecie Gtéwnym Olimpiady Fizycznej.

Poréwnaj zadania o podobnej tematyce z olimpiad: XX OF; st. Il — zad. teoretyczne T1: Ruch
kulki na rowni bez poslizgu; XXII OF, st. Il — zad. doswiadczalne: Wyznaczanie wspotczynnika
tarcia kulki stalowej o szklo; VI Migdzynarodowa Olimpiada Fizyczna — zad. T1: Ruch walcéw
staczajgcych sig z rowni; XXIV OF, st. Il — zad. do$w. D2 — dodatkowe: Wyznaczanie wspétczyn-
nika tarcia posuwistego rurki o rownig; XXVII OF, st. | — zad. T1: Ruch kulki z rowni pochyfej
z uwzglednieniem tarcia potoczystego i posuwistego; XXVII OF, st. Il — zad. T2: Opis ruchu
kulki po poziomym stole z uwzglednieniem tarcia posuwistego i potoczystego; XXX OF, st. | —
zad. T4: Analiza ruchu z réwni pochylej kulki z tarciem tocznym; XXXI OF; st. wstgpny — zad.
dosw. D1: Wyznaczanie wspélczynnika statycznego tarcia potoczystego stali o szkfo; LXV OF,
st. Il — zad. do$w.: Wyznaczanie wspolczynnika tarcia tocznego kulki stalowej o gume oraz mo-
mentu bezwladnosci kulki.

Zadania z olimpiad fizycznych sg na ogdt oryginalne. Pomysty pochodza z réznych zrédet,
réwniez od nauczycieli i samych zawodnikéw olimpiady. Propozycje zadan byly zmieniane
w wyniku dyskusji w Komitecie Gtéwnym OF i czg¢sto nie przypominaja tekstu ,,pomystodawcy”
(przyp. — Tadeusz Molenda, Instytut Fizyki, Uniwersytet Szczecinski).
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sita reakcji podltoza na nacisk kulki

— predko$¢ liniowa srodka kulki,

— przyspieszenie srodka kulki,

predko$¢ katowa kulki,

— przyspieszenie katowe ruchu obrotowego kulki,

— moment bezwtadnosci kulki wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek,
— masa kulki,

— promien kulki.

-
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F, = mgcosa

mgsino.

Rys. 1. Zaznaczono sity dzialajace na kulke znajdujaca si¢ na rowni pochytej. Dwie sity przyto-
zone w $rodku kulki: cigzar kulki o warto§ci mg i site sprezystosci rowni prostopadta do niej,
skierowang ku gorze o wartosci mgcosa (tj. site reakcji na sit¢ nacisku N kulki na podtoze
0 wartosci N = mgcosa, nie zaznaczonej na rys.). Wypadkowa tych dwoch sit jest sitag zsuwajaca
rownolegta do rowni skierowang w dot rdwni o warto$ci mgsina. Trzecig sitg dziatajaca na kulke

jest sita tarcia posuwistego T przytozona w punkcie stycznosci kulki z podtozem réwni i skiero-
wana wzdhuz réwni ku gorze

Przystepujac do rozwigzania tego zadania nalezy u$§wiadomic¢ sobie, ze
mogg tu, w zalezno$ci od wartosci kata «, wystgpi¢ dwa zasadniczo roézne
przypadki: ruchu z poslizgiem i ruchu bez poslizgu. Postarajmy si¢ zrozumie¢
najpierw pogladowo, dlaczego tak musi by¢. Zacznijmy od réwni nachylone;j
pod bardzo matym katem. Gdyby nie bylo tarcia, to sktadowa sily ciezkosci,
rownolegta do rowni nadataby kulce przyspieszenie gsina. Kulka poruszataby
si¢ ruchem postepowym, nie obracajac si¢. Innymi slowy natychmiast po
zwolnieniu kulki pojawitaby sie¢ wolno rosngca predkosé¢ poslizgu. Je$li jed-
nak tarcie wystepuje, to sytuacja taka jest niemozliwa, gdyz natychmiast po
rozpoczgciu ruchu pojawitaby sie duza sita tarcia mgfcosa, wigksza od sity
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mgsina (przy dostatecznie matym kacie ) i przeciwnie do niej skierowana.
Wypadkowa sity tarcia i sity mgsina bytaby skierowana przeciwnie do przy-
spieszenia, co jest jawnie sprzeczne z Il zasadg dynamiki Newtona. Dla do-
statecznie matych katow a, w ruchu bez predkosci poczatkowej, nie moze
wigc wystepowac poslizg, lecz jedynie toczenie, w czasie ktoérego chwilowa
predkos¢ punktu stycznosci kuli wzgledem réwni wynosi zero. Jesli nie ma
poslizgu, to tarcie jest tarciem statycznym, a jak wiemy sita tarcia statyczne-
go nie jest okre$lona jednoznacznie przez sit¢ nacisku i wspotczynnik tarcia —
ich iloczyn wyznacza tylko maksymalng mozliwg sile tarcia. Czy mozna wy-
znaczy¢ ruch, skoro dziata na ciato sita o nieustalonej warto$ci? Mozna, jesli
posiadamy dodatkowe wiadomosci o ruchu. W naszym, przypadku bedzie to
warunek kinematyczny moéwiacy, ze gdy T < fN, wtedy predkosé¢ liniowa
réwna v — wR = 0. Warunek toczenia bez poslizgu nie tylko pozwoli wyznaczy¢
ruch, ale i sife tarcia potrzebng do tego, by ruch rzeczywiscie spelnial ten
warunek.

Wyobrazmy sobie teraz, ze powtarzamy spuszczanie kulki po réwni,
zwickszajac stale kat nachylenia. Przekonamy sie, ze ze wzrostem kata na-
chylenia rosta tez bedzie wartos¢ sity tarcia statycznego T niezbe¢dna do za-
pewnienia staczania bez poslizgu. Dla pewnego kata osiggniemy taka warto$¢
sity T, ktora rowna jest fN. Przy dalszym zwigkszaniu kata « sila tarcia sta-
tycznego T nie moze juz rosnaé, gdyz osiagneta swa wartos¢ maksymalng.
Musi wystapi¢ poslizg i nie bedziemy mogli korzysta¢ z rownania v = wR, a je-
dynie z nieréwnosci v — wR > 0 wyznaczajacej kierunek sily tarcia ,,pod go-
re”, a wigc hamujacej ruch. Znow powstaje problem, bo gubimy jedno row-
nanie. Ale natychmiast zyskujemy drugie! Skoro kula toczy si¢ z poslizgiem,
to sita tarcia kinetycznego jest wyznaczona przez nacisk: T = fN, a wigc
znow bedziemy mieli liczbe rownan wystarczajacg do wyznaczenia ruchu. Po
tej wyczerpujacej analizie mozemy przystapi¢ do obliczen.

1. Toczenie bez poslizgu
Prawo dynamiki dla ruchu postgpowego:

ma = mgsina —T. D
Prawo dynamiki dla ruchu obrotowego:

le=TR. (2

Brak poslizgu:

v=wR = a=¢R. (©))
Nieréwnos¢ tarcia statycznego:

T < fmgcosa. 4
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Z réwnan (1), (2) i (3) mozemy obliczy¢ trzy wielkosci: a, T i . W tym celu
z rownan (2) 1 (3) znajdujemy najpierw zwigzek

R =T, ©)
ktéry wstawiamy do (1) i otrzymujemy
. la
ma =mgsine ——=. ©
Stad
a= mgsn:a = 1| gsina, )
m+— 1+
R? mR?

a po wstawieniu rozwiazania (7) do (5) mamy

1 .
———>-mgsina . ®)
1+ mF
Przekonujemy si¢, ze istotnie T rosnie wraz z katem «. Tarcie maksymalne
zostaje osiggniete dla kata o, spetniajacego rownanie

Toax = 1 >-mgsina, = fmgcoseay, ©))

1+ mR

I

tge, = f(l+mTR2).

T =

Rozwiazanie dane wzorem (7) obowigzuje wigc dla katow o spetiajacych wa-

runek
a Larctg [ f (1+ mTRZH (10)

Dla tych wartosci katow mozemy bez klopotu obliczy¢ w elementarny spo-
s6b koncowa predkos¢ kulki. Poniewaz dlugosé réwni wynosi h/sine, a przy-
spieszenie dane jest wzorem (7), to ze zwiazku

vZ
2_

stusznego ogolnie w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczat-
kowej, dostajemy:

p2 =20 - dla a< a, (1)
sing, gy

sa,
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Zauwazmy, ze w przypadku toczenia bez poslizgu predkos$¢ punktu, do
ktorego przylozona jest sita tarcia, wynosi zero — sila tarcia nie wykonuje
zatem pracy 1 do wyznaczenia predkosci koncowej mogliby$my skorzystaé
z zasady zachowania energii mechanicznej. Uwzglednienie energii ruchu

obrotowego prowadzi wlasnie do charakterystycznego czynnika 1+ Rz
m

we wzorze (11), ktory poza tym jest podobny do wzoru dla spadku swobod-
nego v* =2gh.

Warto tutaj dodatkowo podkresli¢, ze do staczania si¢ bez poslizgu ko-
nieczne jest wystepowanie sily tarcia. Spotykany czasami zwrot ,,kulka sta-
cza si¢ bez tarcia i bez poslizgu”, jest oczywistym bledem $§wiadczacym
0 niezrozumieniu procesu staczania si¢. Podczas staczania si¢ bez poslizgu
sita tarcia statycznego nie wykonuje pracy.

2. Toczenie z poslizgiem
Rownania (1) i (2) nie ulegaja oczywiScie zmianie. Zamiast rOwnania (3)
i nierownosci (4) mamy w tym przypadku

v - wR >0, (12)
T=fmgcosa. (13)

Podstawiajgc teraz znang site T ze wzoru (13) do réwnan (1) i (2) dostajemy
natychmiast:

a=gsina - fgcosa, (14)
oo fmgITCOSa

a wiec zarowno ruch postgpowy, jak i obrotowy sg, podobnie jak w przypadku
toczenia bez poslizgu, jednostajnie przyspieszone. Mozemy 0bliczy¢ predkosci
— liniowa i katowa — dla dowolnego czasu t:

: (15)

v=t(gsina - fgcosa),

fmgRcosa
—

Wstawiajac znalezione rozwigzania do nierownosci (12) dostajemy po skroce-
niu przeztig

w=t

. fmRcosa
sina — f cosa > fR
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lub po uproszczeniu
tger > f (1+ mTRZ) (16)

OczekiwaliSmy na podstawie dyskusji jakosciowej, ze warunek na toczenie
Z poslizgiem bedzie przeciwny do warunku na toczenie bez poslizgu, ale nie
zaszkodzilo si¢ o tym przekona¢. Obliczenie predkosci koncowej nie nastreczy
takze teraz zadnych klopotow skoro znamy przyspieszenie i przebyta odlegtosé.

v2 — Zgh (Sina_ fCOSa) = Zgh(l— fCtg(Z) dla a> ao- (17)
SINx

Aby zrobi¢ szkic wykresu, musimy podstawi¢ warto$¢ momentu bezwtad-
no$ci. W zadaniu tego typu uczen moze skorzysta¢ ze znanego wzoru na mo-

ment bezwtadno$ci kuli bez wyprowadzenia. Podstawiajac | =%MR2 oraz
warto$¢ f :% do wzoréw (9), (11) 1 (17) dostajemy:
tgez, =3(1+%j —1 = a,=45°
AN
v? =§gh dla  a <45, (18)
v? = 2gh(1—%ctgaj dla  «a>45°. (18)

Nietrudno przekonaé sie, ze wzory (18) i (18) przedstawiajg funkcje ciagla.
Istotnie, przechodzac w drugim wzorze do granicy « — 45° dostajemy:

: 2 _10
JLQ}Zgh(l—7Ct9“j = gh,
a wigc tyle samo, ile daje wzor (18) obowigzujacy dla o < 45°. Mimo ciaglosci
na wykresie bedzie charakterystyczne zatamanie, gdyz cze$¢ wykresu jest

oczywiscie odcinkiem rownoleglym do osi «, a cz¢$¢ funkcja rosnacg od warto-
sci /% gh dla a =45°, do wartosci f2gh dla a = 90°. Szkic wykresu przed-

stawia rys. 2.

Mogloby si¢ na pierwszy rzut oka wydawac, ze wynik jest sprzeczny z za-
sada zachowania energii. Przeciez dla wszystkich katow o wysoko$¢ h, a wiec
I zmiana energii potencjalnej, jest ta sama. Dla o < 45° zadna czg$¢ tej energii
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nie rozprasza si¢ na ciepto (sita tarcia nie wykonuje pracy, gdy nie ma posli-
zgu), a mimo to koncowa predkos¢ jest mniejsza dla matych katow niz dla ka-
tow, przy ktorych na pewno cze$¢é energii mgh zamienia si¢ na ciepto! Pamigtac
musimy jednak jeszcze o energii ruchu obrotowego. Dla katow o < 45° jest ona
stalym utamkiem energii ruchu postepowego, a dla katoéw wiekszych zaczyna
szybko male¢. Jej ubytek jest wiekszy, niz wzrost energii kinetycznej ruchu
postgpowego, a wigc wydzielajace si¢ ciepto jest dodatnie, o czym mozna prze-
kona¢ si¢ stosujac wprowadzone wzory. Nie bedziemy juz tego robi¢, spraw-
dzimy jedynie spogladajac na wzdr (18), ze dla o= 90°, kiedy zniknie nacisk
(kula spada po prostu obok pionowej deski), czyli kiedy znika i tarcie i ruch
obrotowy, wtedy koncowa energia kinetyczna ruchu postgpowego rowna si¢ po
prostu mgh.

A
\j%gh __________ 7‘;*"'
10
Ed |
|
|
|
|
|
|
|
|
t —>>
0 45° 90° (4

Rys. 2. Wykres zaleznosci predkosci koncowej v Kulki puszczanej z rowni pochytej z wysokosci
h w zaleznosci od kata nachylenia « réwni do poziomu. Wspolczynnik tarcia posuwistego (sta-
tycznego i kinetycznego) kulki o réwni¢ wynosi f = 2/7. Wspoétczynnik tarcia tocznego kulki
0 roéwni¢ rowny jest zeru



