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Znikajace grosze i rozklad Poissona

Pawet F. Gora
Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UJ

Narodowy Bank Polski przymierza si¢ do projektu wycofania z obiegu monet
jedno- i dwugroszowych. Sg kosztowne w produkcji (wybicie monety jednogro-
szowej kosztuje pono¢ kilkadziesiat groszy) i do$¢ ucigzliwe w uzyciu (ktopoty
z wydawaniem reszty!), tak dla sklepdéw, jak i dla klientow. Monetg obiegowa
0 najmniejszym nominale bytoby 5 gr. Plan nie zaktada automatycznego zao-
kraglania cen: zaokraglana bylaby tylko koncowa ptatno$¢ w kasie, dokonywa-
na gotowka. Przy platnosci kartg naliczana bytaby kwota niezaokraglona. Po-
dobnie postapito juz wiele krajow (na przyklad Australia, Czechy, Holandia,
Szwecja, Wegry) 1 bardzo sobie to chwala.

Jak miatoby to dziata¢? Kwoty z cyfra groszy 1, 2, 6, 7 bylyby zaokraglane
w dot do pelnych 5 gr, kwoty konczace sie na 3, 4, 8, 9 bylyby zaokraglane
w gore. Na przyktad 17,62 zt zaokraglono by do 17,60 zt, ale 18,24 zt zaokra-
glono by do 18,25 zt. Podobnie 25,69 zt zaokraglono by do 25,70 zt. 1 tak dalej.
Widac¢, ze statystycznie byloby tyle samo zaokraglen w dot, co i w gore, przy-
najmniej na pierwszy rzut oka. Na pojedyncze] transakcji (ptatnosci w kasie)
zysk lub strata nigdy nie przekrocza 2 gr.

Jednak handlowcy protestuja, twierdzac, ze ,,musieliby” zaokragli¢ ceny
i nie mogliby juz sprzedawaé¢ towaréw z koncowka 99 gr, na przyktad po
14,99 zt. Klienci podobno interpretujg takg ceng jako ,,14 z hakiem” i wydaje im
si¢ to znacznie bardziej atrakcyjne niz 15 zl, a wigc chetniej taki towar kupuja.
Powtorzmy jeszcze raz: Plan Narodowego Banku Polskiego nie zaktada obo-
wigzkowego zaokraglania cen. Zaokragli¢ — i to wylacznie przy ptatnosci go-
towka — trzeba bedzie dopiero koncowa kwote, a to si¢ powinno usredni¢. Dla
przyktadu, chcemy kupi¢ kilka batonikow (i tylko batonikoéw, nic wiecej) po
1,99 zt sztuka. Jesli kupimy jeden, bedziemy musieli po zaokragleniu zaptacic¢
2,00 zt — stracimy 1 gr. Jesli kupimy dwa, zaptacimy nie 3,98 z1, ale 4,00 zt —
stracimy 2 gr. Ale jesli kupimy trzy batoniki, zaptacimy nie 5,97 z1, ale 5,95 zt
— tym razem zarobimy 2 gr.
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Takze niektorzy klienci protestuja przeciwko planowanym zmianom, upatru-
jac w tym okazji do nienaleznych zyskow sklepow przy niekorzystnych dla
klientow zaokragleniach. Czy obawy te sa uzasadnione? Innymi stowy, ile
klienci moga straci¢ (lub zarobi¢!) na zaokragleniach ptatnosci?

Zeby znalezé odpowiedZ na takie pytanie, fizyk ucieka si¢ do symulacji.
Symulacje przeprowadza si¢ zawsze przy pewnych zatozeniach. Co przyjaé
w tym wypadku? Duze sklepy oferujg wiele towarow z koncéwka ceny 9 gr.
Klient za kazdym razem wybiera pewna przypadkowa liczbe tych produktow,
ktore sktada¢ si¢ beda na jedng ptatno$¢ koncowa, podlegajaca zaokragleniu.
Zaraz, przypadkowa, czyli jaka? Mowiac Scisle, z jakiego rozktadu prawdopo-
dobienstwa pochodzi¢ bedzie liczba produktow o koncowce ceny 9 gr, ktora
klient jednorazowo umiesci w swoim koszyku? Otoz sadzg, ze bedzie to liczba
losowa o rozktadzie Poissona.

Rozwazmy pewna nieskonczong rodzing zbioréw, ktore sa parami roztaczne.
Moga to by¢ odcinki czasu, wielokaty na ptaszczyznie, koszyki roznych klien-
tow, wlasciwie wszystko jedno, co. W zbiorach tych umieszczamy losowo
pewne elementy, przy czym domagamy si¢, aby w kazdym byta caltkowita
i nieujemna liczba elementéw oraz zeby liczba elementow W réznych zbiorach
byta statystycznie niezalezna. Mozna udowodni¢ [1], Ze te trzy wymagania —
nieprzecinanie si¢ zbiorow, liczba umieszczanych w nich elementow musi by¢
liczbg catkowita nieujemna, oraz statystyczna niezalezno$¢ — wystarcza do tego,
zeby liczba elementow w poszczegdlnych zbiorach zadana byla rozktadem Po-
issona.

Jesli mamy substancje¢ promieniotwoércza, zawierajacg wiele atomow pro-
mieniotworczego pierwiastka, liczba rozpadoéw promieniotworczych zachodza-
cych w kolejnych przedziatach czasu (na przyktad w kolejnych sekundach) dana
jest rozktadem Poissona. Podobnie za pomoca rozktadu Poissona opisujemy
liczbe gwiazd widocznych w réznych obszarach niebosktonu lub tez liczbe zia-
renek piasku naniesionych przez wiatr na poszczegolne poletka.

Rozktad Poissona — to znaczy prawdopodobienstwo, ze w badanym zbiorze
znajdzie si¢ n elementéw — dany jest wzorem

P(n) :%e*' :

Ma on jeden parametr, |, rowny wartosci $redniej (oczekiwanej) tego rozktadu:

Sn-P(n)=1.
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Rysunek przedstawia rozktady Poissona dla | rownego, odpowiednio, 1, 2 oraz 10.

Parametr | nie musi by¢ liczbg catkowitg. Warto zauwazy¢, ze rozktad Pois-
sona jest dosy¢ szeroki: jesli | jest catkowite, prawdopodobienstwa ze we wska-
zanym zbiorze jest I-1 lub I+1 elementow moga by¢ niewiele mniejsze od
prawdopodobienstwa, ze elementéw jest doktadnie |, a w dostatecznie duzej
probee wystapig tez zbiory, w ktorych liczba elementéw bedzie znaczaco roznic
sie¢ od warto$ci oczekiwanej |. Zauwazmy, ze dla matych | rozktad Poissona jest
tez wyraznie niesymetryczny.

Zmienne losowe o rozktadzie Poissona mozna generowaé na komputerze za
pomoca nastepujacego algorytmu [2]:

P=-1,5S=1,0,q=-exp(-)
While S > q

Generuj U o rozktadzie U(0,1), S=S*U, P=P+1
Return P

W powyzszym algorytmie U(0,1) oznacza liczbe o rozktadzie jednorodnym
na przedziale (0,1). Do jej wygenerowania mozna uzy¢ generatora wbudowane-
go w jezyk programowania, ale mozna tez czego$ bardziej wyrafinowanego. Na
przyktad ja zawsze uzywam generatora Mersenne Twister [3].

Jestedmy zatem gotowi do przeprowadzenia symulacji. Aby uczyni¢ ja nieco
bardziej realistyczng, zauwazmy, ze koncOwki groszowe, oprocz ,,promocyj-
nych” cen typu 14,99, pojawiajg si¢ takze przy zakupach ,,na wage”. W tym
ostatnim przypadku zal6ozmy, ze rozktad ostatniej cyfry groszy (0,1,...,9) jest
roéwnomierny. Mamy wiec N klientow (w symulacji przyjatem N = 1024),
z ktorych kazdy kupuje srednio | produktow o ,,promocyjnych” koncowkach
99 gr oraz jakie$ towary ,,na wage”. Aby uzyska¢ bardziej wiarygodne staty-
stycznie wyniki, zalozmy, ze kazdy z klientow odbyt M = 32 wizyty w sklepie.
(Nie jest wazne, ile stracimy lub zyskamy na pojedynczej operacji, wazne jest,
jak na tym wyjdziemy dtugoterminowo.) Wyniki symulacji przedstawia poniz-
sza tabela:
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| $redni $redni
zysk klienta (zt) zysk sklepu (z1)

1 -0,14 146,48
2 -0,09 92,54
3 -0,01 13,75
4 0,02 -15,90
5 0,01 -13,06
6 0.00 -3,04
7 0,00 1,23
8 0,00 1,60
9 0,00 0,10
10 0,00 -0,58

Jak widzimy, jesli srednio kupujemy tylko jeden lub dwa artykuty o ,,pro-
mocyjnych” koncowkach cen, mozemy na tym po wielu transakcjach straci¢
kilka- kilkanascie groszy, za$ obstugujacy wielu klientow sklep na tym zarabia.
Jesli kupujemy wigcej artykutéw o ,,promocyjnych” koncowkach cen, wycho-
dzimy na tym na zero, a zyski/straty sklepu tez stajg si¢ nieistotne. Mysle, ze ta
symulacja przekonuje, iz obawy przed straszliwymi stratami, jakie poniosg
klienci, jak i nieuzasadnionymi zyskami sklepow, jakie miatyby wyniknaé
z wycofania monet o nominatach 1 i 2 gr, sg nieuzasadnione. Podobne wnioski
ptyna z do$wiadczenia krajow, ktore juz wprowadzity analogiczne zmiany.

Na wycofaniu monet o najnizszych nominatach zarobi natomiast Narodowy
Bank Polski, a wigc my wszyscy (NBP cale swoje zyski odprowadza do budze-
tu panstwa), nasze portmonetki stang si¢ dostownie 1zejsze, zniknie tez ucigzli-
wa konieczno$¢ szukania i liczenia drobniakow przy placeniu gotéwka. Zdecy-
dujmy si¢ zrobi¢ ten krok!
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