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ZADANIE
Udowodnij, ze liczba niezaleznych réwnan liniowych, jakie wynikaja z praw
Kirchhoffa i pozwalajg na obliczenie nat¢zen pradow ptynacych w rozgatezio-
nych obwodach elektrycznych, réwna jest liczbie niezaleznych pradow.

Pierwsze prawo Kirchhoffa sprowadza si¢ do stwierdzenia, Ze suma nat¢zen
pradéw wplywajacych do danego wezta (a wige do dowolnego fragmentu obwodu
polaczonego z reszta obwodu pewng liczbg przewodow) jest rowna sumie natezen
pradow wyptywajacych. Prawo to mozemy traktowac jako zapis zasady zacho-
wania fadunkow.

Pierwsze prawo Kirchhoffa pozwala zi-
dentyfikowaé niezalezne nat¢zenia pradow.
W przypadku obwodu pokazanego na rysun-
ku jako niezalezne mozna na przyktad wybraé
natezenia lg, Iy i le. Mozna tez wybraé natgze-
nia w innych gal¢ziach obwodu, ale jakkol-
wiek je wybierzemy, beda to dla tego obwodu
trzy natgzenia. Poprawny wybor natezen nie-
zaleznych wymaga pewnej wprawy. Nalezy ‘
kierowa¢ si¢ dwoma wskazaniami: ‘
1. Liczba nat¢zen niezaleznych réwna jest E

liczbie niezaleznych petli w obwodzie,

a tych z kolei jest tyle, ile co najmniej ga-

fezi obwodu trzeba usunaé, aby nie za-

wieral on zadnych petli.
2. Zaden wezel obwodu nie moze spinaé sa-
mych niezaleznych pradow.

Wynika z tego, ze rownie dobrze mogli-
by$my do roli pradow niezaleznych wybraé
prady I, I, Iy, Zaznaczone na schemacie kie-
runki, w ktorych prady te beda zliczane jako
dodatnie, sa najzupeiniej dowolne. Gdyby si¢
miato okazaé, ze prad umowny, wyliczony
z rownan, ktore za chwile poznamy, miat ply-




FoTton 83, Zima 2003 59

na¢ w kierunku przeciwnym, niz to wstgpnie zaznaczyliSmy na rysunku, to dla
tego pradu dostaniemy ujemng warto$¢. Dlatego tam, gdzie kierunek pradu jest
»widoczny”, warto od razu kierowac¢ strzatki tak, jak bedzie ptynal prad. Dotyczy
to na przyktad pradéw I, i lj;. Rzeczywistego zwrotu pradu |, nie potrafimy
oczywiscie przewidziec.

Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa suma spadkow potencjatow, zliczana
wzdtuz dowolnej zamknigtej petli obwodu, roéwna jest zero.

Stwierdzenie to nie jest niczym nowym: wedrujac wzdtuz petli, kreslimy
W przestrzeni drogg zamknigta, a to — wobec zachowawczosci pola elektrycznego,
pochodzacego od niezaleznego od czasu rozktadu tadunkéw — oznacza zerowa
zmiang¢ potencjatu. Okazuje si¢ jednak, ze obydwa prawa Kirchhoffa, traktowane
lacznie, sa wystarczajace do obliczenia wszystkich pradow w dowolnie skompli-
kowanej sieci polaczen.

Zanim udowodnimy, ze tak jest w istocie, rozwazymy przyktad w postaci
obwodu przedstawionego na ostatnim rysunku.

Wypiszemy teraz rbwnania wynikajace z drugiego prawa Kirchhoffa dla przy-
ktadowego obwodu, ktoéry tu rozwazamy. Mamy oczywiscie trzy rownania (bo sa
trzy niezalezne p¢tle) na trzy niewiadome I, Iy, I

Ry +(1y =1y Ry + 1R, —E =0,
IyR+ 1y Rs+(Iy =1} )Rs =0,

I||R1+(||| _IIII)R2+(III =l _II)R4+(III —I,)R3=O.

Wypisujac taki komplet rdwnan, mozemy korzysta¢ z dowolnosci wyboru
petli niezaleznych. Na przyktad piszac ostatnie rownanie, wybralismy petlg obej-
mujgcg opory Ry, Ry, Rs, i Rs. Zamiast tego moglibysmy jednak wybraé petle
Z opordw Ry, R4 i Rs piszgc zamiast ostatniego rownania rownanie:

('u =l )R2+(||| =l _II)R4_IIIIR5=O-

Udowodnimy teraz, ze liczba rownan wyznaczanych przez obydwa prawa Kirch-
hoffa jest zawsze rowna liczbie niewiadomych (niezaleznych pradéw). Na uzytek
tego dowodu nie begdziemy rozroézniaé pradow zaleznych od niezaleznych. Tak
wiec wszystkim liniom obwodu przypisujemy dowolne zwroty i zgodne z tymi
zwrotami prady. Niech rozwazany obwod ma n wierzchotkow (weztow) i | linii
faczacych te wierzcholki. Rysowanie tego obwodu zaczynamy od narysowania
wierzchotkdw (czyli punktow). Nastepnie rysujemy mozliwie duzo nalezacych do
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danego obwodu linii taczacych te punkty, ale tak, aby nie powstata zadna petla.
W ten sposéb narysujemy drzewo. Ostatni obwdd, ktory rozwazalismy, ma n =4
wierzchotki. Drzewami tego obwodu sa na przyktad diagramy:

9 2

itd.

Kazde drzewo ma doktadnie n—1 linii. Wynika to z tego, ze rysujac drzewo,
zaczynamy od narysowania dowolne;j linii taczacej dwa wezty. Do tej linii dory-
sowujemy dalsze linie w taki sposob, aby nie zamkna¢ zadnej petli. Dlatego dory-
sowanie kazdej kolejnej linii powoduje dotaczenie doktadnie jednego nowego
wezla. Kiedy wszystkie wezly sa juz dotgczone, nie sposob narysowac linii, bo
zamkniemy jaka$ petle: drzewo jest gotowe. Pierwsza linia wprowadzita dwa
wierzcholki, kazda nastgpna po jednym.

Okreslimy teraz liczbg niewiadomych natgzen pradow i liczbg roéwnan. Nate-
zen jest oczywiscie tyle, ile linii, czyli . Z pierwszego prawa Kirchhoffa mamy
tyle rownan, ile weztow (bilans pradéw wchodzacych do kazdego wezta). Rownania
te sg jednak zalezne. Po zbilansowaniu pragdow w n—1 weztach, prad w n-tym
wezle jest bowiem zbilansowany automatycznie’. Mamy wiec n—1 réwnan
z pierwszego prawa Kirchhoffa.

Drugie prawo Kirchhoffa dostarczy tylu rownan, ile jest petli w obwodzie. Po
narysowaniu dowolnego drzewa danego obwodu (n — 1 linii) dorysowujemy po-
zostate linie. Kazda z nich zamyka nowa petle. Linii tych (czyli petli) jest oczy-
wiscie | — (n — 1). Mamy wigc | — (n — 1) kolejnych réwnan. Réwnania te sg nie-
zalezne, poniewaz kazde kolejne rownanie odpowiada kolejnej zamykanej petli,
czyli zawiera nowy prad (ten, ktory ptynie w linii zamykajacej t¢ petle). Razem
rownan jest wigc [n —1]+ [I —(n—l)]: I, czyli tyle, ile niewiadomych pradow.

! Jezeli grupa uczciwych o0s6b dokonuje miedzy sobg skomplikowanej wymiany pie-
ni¢dzy, przy czym jedna z tych osob ,,trzyma kas¢”, to gdy po zakonczeniu catej wymiany
wszyscy stwierdza, ze maja tyle gotdwki, ile trzeba, kasjer w zasadzie nie musi sprawdzac,
czy suma w jego portfelu jest prawidtowa.



