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. P O wchodzeniu pod gore

Stanistaw Kobus
Student, Instytut Fizyki UJ

1. Wprowadzenie

Zapewne kazdy z Czytelnikow ma jakies do§wiadczenia zwigzane z pokonywa-
niem pieszo wzniesien. Okazuje si¢, ze wchodzenie pod gorg jest bardzo cieka-
wym zjawiskiem z fizycznego punktu widzenia, a jego opis wcale nie jest ta-
twy. Jedna z przyczyn, dla ktérych tak si¢ dzieje, jest skomplikowana struktura
miegéni, stawow itd., ktore graja decydujacag role W procesie poruszania si¢ na
dwodch nogach. Przegladajac zasoby Internetu mozna znalez¢ wiele prac ekspe-
rymentalnych, koncentrujacych si¢ na ilo§ciowym opisie chodu i dlatego wigcej
w nich liczb niz wzoréw. Bardziej wnikliwemu poszukiwaczowi nie umkng
zaawansowane prace biorace pod uwage wiele fizjologicznych szczegotow
zwigzanych z budowg ludzkiego ciala. Jednak te prace sa trudne do zrozumienia
dla fizyka, bo potrzebna jest specjalistyczna wiedza z zakresu fizjologii ciata
ludzkiego. Okazuje si¢ jednak, ze istniejg rOwniez proste modele chodu, spo-
srod ktorych najpopularniejszy zwany jest modelem odwroconego wahadta
(inverted pendulum model) [1].

2. Model odwro6conego wahadla

Na poczatek warto zwrdci¢ uwagg na definicj¢ stowa krok, gdyz stowo to cza-
sem jest odnoszone do pojedynczego kroku, czyli odlegtosci migdzy Sladami
stop roéznych nodg, a czasami do kroku podwoédjnego, czyli odlegtosci miedzy
sladami czynionym przez t¢ sama stopg. Na potrzeby tego artykutu krokiem
bede nazywat krok pojedynczy, za§ méwiac o podwodjnym kroku, bede stosowat
peina nazwe.

Idea modelu jest bardzo prosta: noge wedrowca nalezy potraktowaé jako
wahadlo fizyczne. Czas potrzebny na wykonanie podwojnego kroku bedzie
wtedy rowny okresowi wahania nogi, ktory oznaczmy przez Ts. Zaktadamy
takze przyblizenie matych katow, dzieki czemu wartosci funkcji sinus i cosinus
beda mogly byé przyblizane przez rozwinigcie Taylora do drugiego rzedu
wlacznie. Zalozenie takie okazuje si¢ zadziwiajaco dobre: dtugos¢ podwdjnego
kroku to przecietnie 85% wysokosci cztowieka, podczas gdy dhugos$é nogi —
50%. Przy takich proporcjach przecigtna amplituda katowa ruszajacej si¢
w stawie biodrowym nogi wynosi 0,43 rad (ok. 25°). Réznica migdzy okresem
drgan dla takiej amplitudy policzonym $cisle a uzyskanym w ramach przyblize-
nia matych katéw wynosi okoto 1,5%, co oznacza w praktyce btad rzedu jedne;j
minuty na jedng godzine chodzenia.
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Wiadomo, ze dla wahadta o dlugosci L i masie m, (masa nogi) oraz przyspie-
szenia grawitacyjnego g okres drgan dany jest nastgpujagcym wzorem (zob.

np. [2])
T, =2n

I
, 1
mgd 1)
gdzie d jest odlegtoscig pomigdzy osig obrotu a srodkiem masy ciata, za$ | jest
momentem bezwladnosci. Jesli zatozymy, ze noga jest pretem, ktorego srodek
masy lezy doktadnie w potowie jej dtugosci (d = L/2), to moment bezwtadnosci
bedzie rowny | = m,L%3. Wtedy okres drgan wyniesie

2
T,=2n DL j @
3m,gf

Jesli zatozymy, ze ¢ jest katowg amplitudg wahajgcej sie nogi, to w czasie T
turysta przejdzie odlegtos¢ podwodjnego kroku, a kazda z nég wykona wahnigcie
0 kat 2¢ w czasie Ts i tym samym idacy pokona odlegtos¢

d, =4Lsing=4L¢. 3)

Energia zuzyta w czasie pokonywania takiego dystansu bedzie rowna rozni-
cy energii potencjalnej $rodka masy cztowieka o masie m miedzy najnizsza
i najwyzsza jego pozycja w czasie jednego cyklu. Poniewaz na podwdjny krok
sktadaja si¢ dwa kroki pojedyncze, srodek masy przesunie si¢ dwa razy do gory

i dwa razy opadnie. Energia potrzebna do dwukrotnego podniesienia $rodka
masy bedzie rowna

E, :2mgL(1—cos¢):2mgL(1—1+¢—sz:2mgL¢—22. (4)

Teraz mozna tatwo policzy¢ $rednia moc wydatkowana przez turyste

p-E_ mwf' fmw_w )

Y

oraz jego $rednig predkosé

S e ®

Jesli zatozymy, ze okres T jest staty (co jest istotg ruchu wahadta w przybli-
zeniu matych katow), to amplituda katowa nogi jest wprost proporcjonalna do
predkosci
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Wtedy z réwnania (5) otrzymujemy:

_§mgﬁziz_\/§1\/§ 2 [ ™ )w? = Amp?
P(v)—\/; o 34gLU_ 512 Lmv—6_rs mv? = Amv?. (8)

Powyzszy wzor zostat potwierdzony przez liczne eksperymenty, dzieki kto-
rym udalo si¢ ustali¢, ze stata 2 wynosi okoto 4/3 s*. Dzicki temu mozna osza-
cowac czas wykonania podwojnego kroku na Ts = 1,24 s. Ta warto§¢ wydaje si¢
sensowna, pod warunkiem wszakze, ze piechur bedzie szedt dos¢ szybko.
W dalszej czescei artykutu bedziemy uzywaé stalej A rownej 4/3 s

3. Uogoélnienie na nachylone stoki

Model odwroconego wahadta zaprezentowany wyzej mozna stosowaé 0CZywi-
$cie tylko przy chodzeniu po poziomej powierzchni. Aby méc uzy¢ go do opisu
spacerowania po stokach o réznym nachyleniu, wymaga on drobnej modyfika-
cji. Predkos$¢ turysty poruszajacego si¢ po stoku o nachyleniu £ moze by¢ zapi-
sana nastepujaco

v =vC0osB€ +vsinBE, =v, +v,, 9)

gdzie € i €, to wektory jednostkowe — poziomy i pionowy.

Zatozmy teraz, ze moc potrzebna do poruszania si¢ pod gor¢ moze by¢ zapi-
sana jako suma dwoch wyrazow
P=PR +P,. (10)
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Wyraz zwigzany z ruchem w poziomie jest opisany przez wzor (8). Moc
zwigzana z ruchem w pionie bgdzie rowna rdznicy energii potencjalnej zdoby-
wanej przez wedrowca na jednostke czasu

P, =mgv,. (11)
Ostatecznie wiec otrzymujemy nastepujacy wzor

P = AmvZ + mgu, = Amv2cos?  +mgusin 3. (12)

4. Efektywnos$¢ miesSni

W chwili obecnej dysponujemy rownaniem, ktore mowi, ile mocy potrzebuje
piechur idacy stokiem o nachyleniu f z predkoscia v. Jesli jednak chcemy po-
wigza¢ ten wynik z rzeczywisto$cig, musimy rozwazyc¢, jak ta moc jest produ-
kowana w ciele ludzkim. Ogolnie zwigzek pomiedzy moca a sitag wywierang na
jakis$ przedmiot dany jest wyrazeniem

P=Fu, (13)

gdzie v jest predkoscig nadmienionego przedmiotu. Warto zauwazy¢, ze jesli
rozwazamy moc generowang przez miesnie, to v bedzie rowna predkosci kur-
czenia si¢ wlokien migsniowych. Jednakze, inaczej niz w powyzszym réwna-
niu, moc generowana przez migsien zalezy od sity, ktora jest wywierana. Moz-
na tatwo zobaczy¢ to na nastepujgcym przykladzie: nie jesteSmy w stanie pod-
nies¢ dowolnie ciezkiego obiektu, poruszajac go z mata predkoscia. Ludzkie
miesnie maja pewna site granicza Fna, powyzej ktorej nie sa w stanie dziatac.
Podobnie dzieje si¢ po drugiej stronie skali — gdy wywierana sita jest za mata,
predkos¢ kurczenia si¢ mig$nia jest zbyt duza i przetwarzanie energii chemicz-
nej w mechaniczng nie jest efektywne. Uzyskane z eksperymentow rownanie,
ktore taczy moc P z sita F wywierang przez ludzki migsien, jest nazywane row-
naniem Hilla (od nazwiska Archibalda Hilla, jego odkrywcy) i przyjmuje naste-
pujaca postacé

Fox —F

™ E T bE (14)

P(F)=Fv
gdzie vmax to maksymalna predko$¢ kurczenia sie miesnia, Frna — maksymalna
sita, ktora migsien moze wyprodukowac, zas b jest stata z przedziatu od 1 do 4.
Powyzsza funkcja ma maksimum, ktore tatwo obliczy¢. Rozwinmy wigc funk-
cj¢ P(F) w poblizu maksimum Py, przy ktorej praca uktadu migéniowego jest
najefektywniejsza (optymalna moc jest zwiazana z optymalna sita Fop).

Z rownania
oP(F
85: ) |F=F0m= 0 (15)
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wynika, ze

Fox = Fgax (Vi+b-1)

oraz

I:max B I:o
= P(Fopt) = FOPtvmaXW—blzm

opt

P

opt

(16)

Teraz rozwijamy P(F) wokot maksimum zachowujac wyrazy do drugiego
rzedu wlacznie
0’P(F 2
P(F) = Popt +%8T(z) |F:Fopl (F - Fopt) . (17)

Po pracochtonnych obliczeniach otrzymujemy

(F~Fup)

—Vyax — 77— .
" FooJ1+D

Poréwnujac powyzszy wynik z Py, mozna zdefiniowa¢ rodzaj mechanicznej
wydajnosci

2
p=-P :1_”max(':—':om) 1. 1 _ 1
R F.Jl+b R _E_ Y F-F_\'
pt max\/ pt 1+ Umax (F Fopt) 1 1+ a( opt ]

Fmax \/1 + b Popt mg
(19)

gdzie a jest bezwymiarows statg. Warto zauwazy¢, ze odchylenie sity rzeczywi-
stej F od sity optymalnej Fqp Wyskalowane jest w jednostkach cigzaru wedrow-
ca mg, co moze by¢ tatwo wyjasnione. Po pierwsze, sita F dziata zawsze prze-
ciwko grawitacji podnoszac $rodek masy wedrowca do gory. Po drugie, jesli
kto§ wazy wiecej 1 jest w stanie wygenerowac proporcjonalnie wigksza moc,
mechaniczna sprawno$¢ powinna pozostac¢ taka sama. OczywiScie stala a moz-
na wyznaczy¢ za pomoca b oraz Fpa. Dla b =41 F » mg, a = 4,7, co dobrze
pasuje do eksperymentu. Oszacowanie Fpay jest zgrubne i w praktyce przektada
si¢ na umiejetnos¢ zrobienia przysiadu na jednej nodze; jesli kto$ potrafi zrobié¢
taki przysiad, to zazwyczaj wymaga to uzycia pelnej sity migsni nogi.

P(F)=P, (18)

5. Obliczanie czasu przejScia
Poprzez potaczenie rownan (19) oraz (12) otrzymujemy

P=nP, = ont ~ = Amv?cos? f+mgusing.
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Na potrzeby dalszej dyskusji warto przeksztatci¢ powyzsze rownanie do postaci

P
opt =(F,+F,)v, (20)

F-F, )
1+a[ °"‘J
mg

gdzie F, = imvcos®f oraz Fy, = mgsing. Chociaz w rzeczywistosci Fopt > F,,
mozemy do$¢ bezpiecznie zatozy¢, ze obydwie te sily sg sobie rowne. Przybli-
zenie to jest uprawnione z uwagi na szerokie maksimum funkcji P, co mozna
zobaczy¢ na rys. 1.

150+
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e
o
o
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!
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Sita F[N]

Rys. 1. Réwnanie Hilla (linia przerywana). Przyblizenie wokot maksimum (linia ciagta)

Otrzymujemy wigc nastgpujgce rownanie

P
ot = Amv?cos? S +mgusinS . (21)

lﬁ(mgsinﬁj2

mg

Predkos¢ v = LIT, gdzie T jest czasem przejécia $ciezki o dtugosci L na sto-
ku nachylonym pod katem f. Réwnanie to mozna rozwigzac $cisle

T 2L(1-x%)2 22)

IR
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gdzie x=sinf=h/L, za$ h stanowi roznice wzniesien wyrazong w metrach.

To rozwiazanie nazwijmy Scislym rozwigzaniem modelu’.

Okazuje sie, ze $ciste rozwigzanie modelu mozna uprosci¢. Po pierwsze za-
t6zmy, ze cosf = 1, poniewaz predkos¢ i tak mocno zmniejsza si¢ na stromych
stokach i cos f nie bedzie miat duzego wpltywu na wynik. To daje

__1 2 2
T (mgh +J(mgh)? + 4P, mamL ) . 23)

Po drugie, pominmy sprawno$¢ mechaniczng # tam, gdzie znajduje si¢ ona
pod pierwiastkiem kwadratowym, poniewaz spodziewamy si¢, ze na ogédt be-
dzie bliska 1. Koncowy wzor prezentuje si¢ nastepujaco

[5)
2 22 ~opt.
L(1+ax )(gxh’g X*+4-2 J
2 h |
m

W ten sposob otrzymujemy przyblizone rozwigzanie modelu. Warto zwrocic
uwage, ze W obydwu modelach pojawia si¢ naturalna jednostka Pgy/m, czyli
optymalna moc na kilogram masy ciata.

T= (24)

6. Wyniki

W tej czgsei przedstawione zostang wyniki uzyskane z obu modeli zastosowanych
do opisu wedrowki turysty o masie 70 kg. Zostang one poroéwnane z Wynikami
otrzymanymi z pomoca tzw. wzoru szwajcarskiego, czyli wielomianu 15. stopnia
dopasowanego do doswiadczalnych danych. Wzor szwajcarski zostat opracowany,
aby oblicza¢ czasy przejs¢ tras turystycznych w Szwajcarskich Alpach [4].

Na rys. 2 mozna zobaczy¢, ze obydwa rozwigzania modelowe dajg podob-
ne wyniki, a takze dobrze przyblizajg wzor szwajcarski. Co ciekawe, model
przyblizony lepiej zgadza si¢ z modelem opisanym wzorem szwajcarskim, niz
$ciste rozwigzanie modelu. Btad wzgledny obliczonych wielkos$ci stanowi nie
wiecej niz 5%. Oznacza to, ze czas trwania wycieczki jesteSmy w stanie okre-
sla¢ z doktadnos$cia nie gorszag niz 3 minuty na kazdg godzing jej trwania.
Przypomnijmy sobie, ze btad wynikajacy z samego przyblizenia matych ka-
tow byt rzedu pojedynczej minuty. Zatem zastosowanie prostego modelu,
ktory nie uwzglednia skomplikowanych fizjologicznych szczegdtow samego
chodu czlowieka, pozwala odtworzy¢ dane doswiadczalne z zadziwiajaco
wysoka dokladnoscig. Dzigki temu modelowi mozemy takze lepiej zrozumieé
zagadnienia natury fizycznej, stojacej za czynno$cig chodzenia po gorach.

! Wyprowadzitem je, poniewaz nie dowierzalem przedstawionym dalej przyblizeniom doko-
nanym przez autora pracy [3], na ktorej opiera si¢ moj artykut.
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[min]

Czas

504

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Nachylenie stoku h/L

Rys. 2. Czas przejécia 1 km w funkcji nachylenia stoku. Sciste rozwigzanie modelu — krzywa
ciagta, przyblizone — krzywa kropkowana, wzor szwajcarski — krzywa przerywana. Wykres spo-
rzadzony przy statych a = 4,7, 2 = 4/3 s dla obydwu rozwiazan modelowych. Moc optymalna
zostala ustalona na 120 W dla modelu przyblizonego oraz na 115 W — dla $cistego

Druga ciekawg wielko$cig, ktorg mozna obliczy¢ w ramach przedstawionego
modelu jest zuzycie energii. Rysunek 3 pokazuje, ze sprawno$¢ systemu mie-
$niowego spada ze wzrastajacym nachyleniem stoku. To oznacza, ze chociaz
Popt jest maksymalng dostgpng mocg i odpowiada optymalnej pracy organizmu,
to idac pod gore wedrowiec jest w stanie uzywac tylko jej pewnego utamka.
Oczywiscie, im wigksza jest Pqy, tym szybciej mozna si¢ wspina¢. Dlatego Py
moze by¢ uzyta jako wygodna miara kondycji organizmu.

Sprawnos¢é
o
®

1 1 1

' . I |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Nachylenie stoku h/L

Rys. 3. Sprawno$¢ w funkcji nachylenia stoku (obliczona z przyblizonego rozwigzania modelu)
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Jak juz wyzej wspomniano, zgodno$¢ rozwigzan modelu z wzorem szwaj-
carskim zostata osiggnigcia dla pewnych konkretnych wartosci Py Jednakze,
gdy kto§ ma inng moc optymalna, jego czas przejscia tej samej trasy bedzie
inny. Omawiany tutaj model pozwala na przeskalowanie krzywej wiazacej czas
przejécia z nachyleniem stoku, dla réznych wartosci Poy (rys. 4). Jesli znamy
moc optymalng turysty, to mozna przewidzie¢ jego czasy przejscia; wzor
szwajcarski na to nie pozwala. Aby okresli¢ warto$¢ Pqy, trzeba zmierzy¢ czas
przejécia na jakiej§ wzorcowej trasie o znanej dtugosci i profilu wysokoscio-
wym?. W tym celu wykorzystatem dwa podejécia w Tatrach, ktorych szczegoty
sa pokazane narys. 51 6.

Czas [min]

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Nachylenie stoku h/L

Rys. 4. Czas przejScia 1 km w zaleznoéci od nachylenia stoku dla réznych wartosci Popy:
90 W (krzywa 1), 120 W (krzywa 2), 150 W (krzywa 3), 200 W (krzywa 4), 300 W (krzywa 5)

Sprébujmy okreslic wielko$¢ mocy optymalnej autora artykutu. Wazy on
okoto 70 kg i na poczatku sezonu jest w stanie wej$¢ na Przetgcz Migdzy Ko-
pami w okoto 55 minut, za§ na Kasprowy Wierch w 110 minut. To przektada
si¢ na Poy = 240 W. Pod koniec lata, wykorzystujac wszystkie swoje sity pierw-
sza tras¢ moze pokona¢ w 45 minut, druga zas w 95 minut. To oznacza, ze moc
maksymalna wzrosta do okolo Py, = 320 W. Warto zwroci¢ uwagg, ze zwigk-
szenie mocy optymalnej o 1/3 skrocito czas wejscia raptem o 1/6. To wyjasnia
dobrze znany fakt, ze poprawienie czasu o kilka minut, jest naprawde trudnym
zadaniem®.

2 Szczegbly dotyczace tych wielkosci mozna odezyta¢ z mapy, badz innych zrédel, np. [5].

% Co ciekawe jednym z wymagan stawianych kandydatom na ratownika TOPR jest warunek,
aby wejs¢ na Kasprowy Wierch wspomniang trasag w czasie rownym liczbie minut nie wigkszej
niz 60 plus liczb¢ minut réwna co do wartosci wiekowi kandydata wyrazonemu w latach. Jak
wida¢ wymaga to od organizmu wyjatkowej wydolnosci.
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Czas [min]
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opt

Rys. 5. Czas przejécia trasy z Kuznic na Przetecz Migdzy Kopami przez Boczan w funkcji mocy
optymalnej. Sciste rozwigzanie modelu (linia ciggla), przyblizone (linia kropkowana) oraz wzor
szwajcarski (linia przerywana). Dla tej trasy h = 550 m, za$ L = 3200 m

Czas [min]

80

100 150 200 250 300 350
P, [W]

op

Rys. 6. Czas wejscia na Kasprowy Wierch z Kuznic. Sciste rozwigzanie modelu (linia ciggta),
przyblizone rozwiazanie (linia kropkowana), wzor szwajcarski (linia przerywana). Ta trasa ma
dwie gtéwne czesci rézniace si¢ nachyleniem: z Kuznic na Mys$lenickie Turnie — h; = 360 m,
L; =4000 m oraz z Myslenickich Turni na szczyt Kasprowego Wierchu — h, = 630 m,
L, =3500m

Gdy znana jest warto$¢ Pgy, to tatwo policzy¢ takze zuzycie energii.
W omawianym przypadku jest to okoto 680 kcal dla pierwszej trasy na poczat-
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ku sezonu oraz 740 kcal na koncu. W tych wyliczeniach wzieto pod uwagg,
ze sprawno$¢ zamiany energii chemicznej na mechaniczng w ludzkich mie-
$niach wynosi tylko okoto 25%.

7. Podsumowanie

Przedstawiony model odwroconego wahadla zostal uogélniony na stoki
0 niezerowym nachyleniu. Nastepnie za pomocg réwnania Hilla, zostat dosto-
sowany do obliczania czasu przej$cia na gorskich $ciezkach. Okazato sig, ze
uzyskane rezultaty bardzo dobrze przyblizaja te, obliczone dzigki dopasowane-
mu do danych eksperymentalnych wzorowi szwajcarskiemu (btad wzgledny
to mniej niz 5%). Co wigcej, model pozwala na przewidywanie czaséw przejs$é
0sOb o roznym stopniu przygotowania fizycznego. Co rownie wazne, przedys-
kutowany model zapewnia nam wglad w fizyke kryjaca si¢ za wchodzeniem
pod gore.

Co jest jeszcze do zrobienia? Mozna probowaé stworzy¢ model schodzenia —
wzor szwajcarski opisuje takze stoki o ujemnym nachyleniu. Mozna takze ko-
rzystajac z artykutow naukowych z dziedziny fizjologii [6, 7] zglebi¢ znaczenie
parametréw rownania Hilla.
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