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Euclid’s postulates: The first four

+ A straight line can be
drawn from any point to
any other point.

+ A finite straight line may

be extended continuously
in a straight line.

+ A circle may be described
with any centre and
radius.

+ All nght angles are equal
to each other




Euclid’s fifth postulate

If a straight line meets two
other straight lines so as to
make the two interior
angles on one side of 1t

together less than two right PP
angles, the other straight tess thatt 70
lines, if extended N
indefimnitely, will meet on

the side on which the
angles are less than two
right angles.



An alternative form

+ Through a point not on a given line there
passes one and only one line parallel to the
given line.

A ——-




Saccheri

The Italian monk, Saccher, suggested 1n
1733 that for a line and a point, there are

three possibilities:

¢ There 1s exactly one line through the pomnt parallel
to the given line

¢ There 1s no line through the point parallel to the
given line

¢ There 1s more than one line through the pont
parallel to the given line



Euclid ‘freed from all defects’

+ Saccheri tried to find a
contradiction, starting
with postulates other

than Euclid’s
+ He didn’t find one

+ ... but still claimed that

Euchd was freed from
all defects!
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A resolution

+ In the nineteenth century, three
mathematicians (Gauss, Bolyal &

Lobachevsky) reached
+ Each worked indepenc

the same conclusion

ently of the others

+ They changed the 3th

¢ Through a point not on

postulate to read:

a given line there passes

more than one line parallel to the given line.

+ No contradiction was involved!
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Gauss (1777-1855)

+ Carl Friedrich Gauss
was arguably one of

the best

mathematicians of all
time

+ Di1d not publish his
work on this geometry

+ Unwilling to resist the
ridicule?
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Gauss conclusions

““The assumption that the angle sum [of a triangle]
1s less than 180 degrees leads to a curious
gcometry, quite different from ours but thoroughly
consistent, which I have developed to my entire
satisfaction. The theorems of this geometry appear
to be paradoxical, and, to the uninitiated, absurd,
but calm, steady reflection reveals that they

contain nothing at all impossible.”
(from a 1924 letter)



Another geometry!

» Later 1n the 19th century, Bernhard
Reimann (1826-1846) invented a ditferent

Non-Euclidean geometry:

- All lines have finite length

- The f1fth postulate was replaced by:

¢ Through a pomnt in the plane, there can be drawn no
lime which does not intersect a given line not passing
through the given point.

- This 1s usually called elliptic geometry



Bernhard Riemann (1826-1866)




2. Zaprzeczenie piatego pewnika Euklidesa

- przez punkt nie lezacy na prostej przechodzi wiele prostych
nie majacych z nig punktow wspolnych

- kazde dwie rozne proste przecinajq si¢

Rodzaje geometrii:

- geometria Euklidesa (ptaska)
- geometria L.obaczewskiego-Bolyaia-Gaussa (hiperboliczna)
- geometria Riemanna - (eliptyczna)



3. Modele geometri1 niecuklidesowe;

Dla geometrii eliptyczne;:

- plaszczyzna to sfera

(powierzchnia o stale] dodatniej krzywiznie)
- proste to kota wielkie na sferze
- punkty to punkty na sferze

Dla geometrii hiperboliczne;:

- ptaszczyzna to powierzchnia o stalej] krzywiznie ujemne;
(pseudosfera - powierzchnia obrotowa utworzona przez
obrot krzywej traktrysy)

- proste to geodetyki na pseudosferze

- punkty to punkty na pseudosferze
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Geometria nieeuklidesowa



4.0

The graph of a Tractrix
z.0

®x = 1/cosh(t), y =1t - tanh({t)




The top half of a pseudo—-sphere



4. Modele Beltramiego i Poincarégo

W obydwu modelach ptaszczyzna F.obaczewskiego odwzorowana jest
na koto. Okrag zewngtrzny odpowiada prostej w nieskonczonosci. Przy
zblizaniu si¢ do tej prostej skala odwzorowania zwigksza sig.

Model Beltramiego - proste przechodza w cigciwy kota a katy nie sa
zachowane.

Model Poincarégo - proste przechodza w tuki prostopadte do okregu
granicznego. Katy sa zachowane



Model
Beltramiego







Circle Limit I

Maurits C Escher



Maurits C. Escher - Circle Limit 111

Geometria nieeuklidesowa
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Maurits C. Escher - Circle Limit IV (Heaven and Hell)



5. Kat rownolegtosci

W geometrii hiperbolicznej prosta rownolegta to ta, ktora z dang prosta ma
wspolny punkt w nieskonczonosci. Inne proste nie majace punktow wspolnych
z dang prosta nazywamy prostymi rozbieznymi lub nadrownolegltymi.

Prosta rownolegla tworzy z prostopadia do danej prostej kat ostry, zwany
katem rownolegtosci albo kqtem Lobaczewskiego.

[(a)
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Kat rownolegtosci

E*Etlan{exp{-x))




6. Suma katow trojkata 1 naturalna jednostka dtugosci
Suma katow trdjkata -

w geometrii ptaskie] =
w geometrii hiperboliczne) < n
w geometrii eliptycznej > 1t

W geometrii hiperbolicznej suma katow trojkata - ©
nazywa si¢ defektem trojkqta

1 podobnie w geometrii eliptycznej © - suma katow trojkata
to nadmiar trojkqta

Twierdzenie: (w geometrii E, H)
Pole trojkata jest rowne jego nadmiarowi (defektowi).
Podobnie jest z polem wielokata.

Pojawila si¢ tu naturalna jednostka dtugosci - w naszych modelach rowna
promieniowi krzywizny sfery lub pseudosfery.

Jest ona mierzalna 1 dalej bierzemy ja rdéwna jednosci.



7. Dlugos¢ okregu
Plaska - L=2nR
Hiperboliczna - L = 2 & sinh R

Eliptyczna- L=2msinR

Porownajmy te trzy funkcje:



Poréwnanie trzech funkcji

F(x)

Sinx)
4 sinhix




8. Linie kolowe - ekwidystanta 1 horycykl

Mowa tu o liniach, ktére moga poruszac si¢ po sobie. W geometrii plaskiej

mamy dwie takie linie na ptaszczyznie - prosta 1 okrag ( w przestrzeni mozemy
jeszcze doda¢ krzywa srubowa czyli helisg). Krzywa moze poruszac sie po sobie,
gdy ma stala krzywizng (a w przestrzeni ponadto state skrgcenie)

Na ptaszczyznie eliptycznej mamy rowniez dwie linie kolowe - prosta 1 okrag.

Natomiast geometria hiperboliczna jest pod tym wzgledem bogatsza - mamy tu
cztery ptaskie linie kolowe : prosta, okrag, ekwidystant¢ 1 horycykl.

. Ekwidystanta to miejsce geometryczne punktow rownoodleglych od danej proste;.

Ksztatt ekwidystanty zalezy od jej odlegtosci od prostej podstawowej. Mamy wigc
wiele roznych ekwidystant, podobnie jak mamy wiele roznych okregdw.

Horycykl to krzywa prostopadia do peku prostych réwnolegtych. Wszystkie
horycykle sa przystajace - istnieje wigc jeden horycykl, podobnie jak jedna prosta.

Geometria nieeuklidesowa
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9. Osobliwosci geometrii hiperbolicznej

Do kazdego kata istnieje prosta zagradzajaca (rownolegta do obu ramion kata).
WKW by dwie proste byty rozbiezne jest by istniata prosta prostopadta do obu
tych prostych. Laczy ona najblizsze punkty tych prostych.

Rzut prostopadty prostej na inng przecinajaca ja prosta jest odcinkiem.

Trzecia cecha przystawania trojkatéw - trojkaty sa przystajace jesli maja trzy katy
parami przystajace

Rzut prostej na prosta z nig rozbiezna jest odcinkiem.

Twierdzenie Pitagorasa brzmi: cosh ¢ =coshacoshb  (nb. w geometrii
eliptycznej mamy cos ¢ =cos a cos b).

Symetrale trojkata albo przecinaja si¢ w jednym punkcie, albo sa do siebie
rownolegte albo sa rozbiezne 1 maja wspolng prostopadta.

Istnieje trojkat o wszystkich katach rownych zeru zwany trojkqtem niewtasciwym
(jaka ma on powierzchnig?). Jego boki sgq do siebie rownolegte. Wszystkie takie
trojkaty sa przystajace.



9. Osobliwosci geometrii hiperbolicznej c.d.

Rzut prostopadty potprostej na inng prosta nachylona pod katem ostrym jest odcinkiem
otwartym.

Rzut prostopadly prostej na rownolegta do niej jest potprosta.
Rzut prostopadty prostej na prosta z nig rozbiezng jest odcinkiem otwartym.
Przez dany punkt przechodzi doktadnie jeden horycykl wzgledem danego kierunku.

Prosta przecina horycykl co najwyzej w dwu punktach.

Na horysferze obowigzuje geometria euklidesowa.



10. Grupy ruchow

W E 1 H przesunigcia nie tworza grupy - ztozenie dwu przesuni¢¢ wzdtuz
dwu bokow trdojkata jest rowne przesuni¢ciu wzdtuz trzeciego boku 1 obrotowi
o defekt (nadmiar) tego trojkata.

Grupy ruchow:
- geom. P - przesunig¢cia + obroty
- geom. H- grupa Lorentza (czyste transformacje Lorentza + obroty)

- geom. E - grupa obrotow o jeden wymiar wyzsza (obroty + obroty)

Geometria hiperboliczna ma zastosowanie w kinematyce relatywistyczne;.
Gdy dokonamy trzech czystych transformacji Lorentza czastki ze spinem
wzdtuz trzech bokow trojkata (migedzy trzema uktadami inercjalnymi) ,

spin czastki obroci si¢ (tzw. obrot Wignera) o defekt tego trojkata.

Geometria nieeuklidesowa
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11. Uktady wspotrzednych

W E 1 H nie istnieja prostokatne uktady wspotrzednych bo nie istnieja
prostokaty.

W E kazde dwie proste przecinaja sie. W H punkty poza prosta
zagradzajacaq osi uktadu nie miatyby przypisanych wspotrzednych.

Nadal mozna korzysta¢ z uktadow biegunowych - np. uktad
wspotrzednych geograficznych jest uktadem biegunowym.



12. Geometria absolutna

Naleza tu twierdzenia prawdziwe zaréwno w P, H jak 1 E.

- proste prostopadie do danej proste; w tym samym punkcie lezg we wspolnej
ptaszczyznie.

- katy tego samego kata dwusciennego sa rowne

- plaszczyzna przechodzaca przez prosta prostopadia do innej plaszczyzny
jest sama do niej prostopadta

- trygonometria sferyczna nalezy do geometrii absolutne]



13. Niektore twierdzenia spoza geometril absolutne]

- odcinki rownoleglte zawarte miedzy prostymi rownolegltymi sa rowne

- odcinki wycigte przez pek rownoleglych z prostej sa proporcjonalne do
odcinkow wycigtych przez ten sam pek z innej prostej (tw. Talesa)

- proste rownolegte sa rownoodlegte
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