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Bernhard Riemann (1826-1866)
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2. Zaprzeczenie piątego pewnika Euklidesa

- przez punkt nie leżący na prostej przechodzi wiele prostych 
nie mających z nią punktów wspólnych

- każde dwie różne proste przecinają się

Rodzaje geometrii:

- geometria Euklidesa (płaska)
- geometria Łobaczewskiego-Bólyaia-Gaussa (hiperboliczna)
- geometria Riemanna - (eliptyczna)
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3. Modele geometrii nieeuklidesowej
Dla geometrii eliptycznej:

- płaszczyzna to sfera 
(powierzchnia o stałej dodatniej krzywiźnie)

- proste to koła wielkie na sferze
- punkty to punkty na sferze

Dla geometrii hiperbolicznej:

- płaszczyzna to powierzchnia o stałej krzywiźnie ujemnej
(pseudosfera - powierzchnia obrotowa utworzona przez
obrót krzywej traktrysy)

- proste to geodetyki na pseudosferze
- punkty to punkty na pseudosferze
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4. Modele Beltramiego i Poincarego

W obydwu modelach  płaszczyzna Łobaczewskiego odwzorowana jest
na koło. Okrąg zewnętrzny odpowiada prostej w nieskończoności. Przy
zbliżaniu się do tej prostej skala odwzorowania zwiększa się.

Model Beltramiego - proste przechodzą w cięciwy koła a kąty nie są
zachowane.

Model Poincarego - proste przechodzą w łuki prostopadłe do okręgu 
granicznego. Kąty są zachowane
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Model 
Beltramiego
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Model

Poincarego
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Maurits C Escher - Circle Limit I
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Maurits C. Escher - Circle Limit III
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Maurits C. Escher - Circle Limit IV   (Heaven and Hell)
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5. Kąt równoległości

W geometrii hiperbolicznej prosta równoległa to ta, która z daną prostą ma
wspólny punkt w nieskończoności.  Inne proste nie mające punktów wspólnych 
z daną prostą nazywamy prostymi rozbieżnymi lub nadrównoległymi.

Prosta równoległa tworzy z prostopadłą do danej prostej kąt ostry, zwany
katem równoległości albo kątem Łobaczewskiego.

Π(a)a
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Kąt równoległości

a

Π(a)
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6. Suma kątów trójkąta i naturalna jednostka długości
Suma kątów trójkąta -

w geometrii płaskiej = π
w geometrii hiperbolicznej < π
w geometrii eliptycznej > π

W geometrii hiperbolicznej suma kątów trójkąta - π
nazywa się defektem trójkąta

i podobnie w geometrii eliptycznej π - suma kątów trójkąta
to nadmiar trójkąta

Twierdzenie: (w geometrii E, H)
Pole trójkąta jest równe jego nadmiarowi (defektowi).
Podobnie jest z polem wielokąta.

16

Pojawiła się tu naturalna jednostka długości - w naszych modelach równa 
promieniowi krzywizny sfery lub pseudosfery. 

Jest ona mierzalna i dalej bierzemy ją równą jedności.
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7. Długość okręgu

Płaska     - L = 2 π R

Hiperboliczna - L = 2 π sinh R

Eliptyczna - L = 2 π sin R

Porównajmy te trzy funkcje:
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Porównanie trzech funkcji

x

F(x)
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8. Linie kołowe - ekwidystanta i horycykl

Mowa tu o liniach, które mogą poruszać się po sobie.  W geometrii płaskiej
mamy dwie takie linie na płaszczyźnie - prostą i okrąg ( w przestrzeni możemy
jeszcze dodać  krzywą śrubową czyli helisę).  Krzywa może poruszać się po sobie, 
gdy ma stałą krzywiznę (a w przestrzeni ponadto stałe skręcenie)

Na płaszczyźnie eliptycznej mamy również dwie linie kołowe - prostą i okrąg.

Natomiast geometria hiperboliczna jest pod tym względem bogatsza - mamy tu
cztery płaskie linie kołowe : prostą, okrąg, ekwidystantę i horycykl.

16 Ekwidystanta to miejsce geometryczne punktów równoodległych od danej prostej.
Kształt ekwidystanty zależy od jej odległości od prostej podstawowej.  Mamy więc 
wiele różnych ekwidystant, podobnie jak mamy wiele różnych okręgów.

Horycykl to krzywa prostopadła do pęku prostych równoległych.  Wszystkie
horycykle są przystające - istnieje więc jeden horycykl, podobnie jak jedna prosta.
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9. Osobliwości geometrii hiperbolicznej

Do każdego kąta istnieje prosta zagradzająca (równoległa do obu ramion kąta).
WKW by dwie proste były rozbieżne jest by istniała prosta prostopadła do obu 
tych prostych.  Łączy ona najbliższe punkty tych prostych.
Rzut prostopadły prostej na inną przecinającą ją prostą jest odcinkiem.
Trzecia cecha przystawania trójkątów - trójkąty są przystające jeśli maja trzy kąty 
parami przystające
Rzut prostej na prostą z nią rozbieżną jest odcinkiem.
Twierdzenie Pitagorasa brzmi:  cosh c = cosh a cosh b      (nb. w geometrii 
eliptycznej  mamy  cos c = cos a cos b).
Symetrale trójkąta albo przecinają się w jednym punkcie, albo są do siebie       
równoległe albo są rozbieżne i mają wspólną prostopadłą.
Istnieje trójkąt o wszystkich kątach równych zeru zwany trójkątem niewłaściwym
(jaką ma on powierzchnię?).  Jego boki są do siebie równoległe. Wszystkie takie      
trójkąty są przystające.
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9. Osobliwości geometrii hiperbolicznej c.d.

Rzut prostopadły półprostej na inną prostą nachyloną pod kątem ostrym jest odcinkiem 
otwartym.
Rzut prostopadly prostej na rownoległą do niej jest półprostą.
Rzut prostopadły prostej na prostą z nią rozbieżną jest odcinkiem otwartym.
Przez dany punkt przechodzi dokładnie jeden horycykl względem danego kierunku.
Prosta przecina horycykl co najwyżej w dwu punktach.

Na horysferze obowiązuje geometria euklidesowa.
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10. Grupy ruchów

W E i H przesunięcia nie tworzą grupy - złożenie dwu przesunięć wzdłuż
dwu boków trójkąta jest równe przesunięciu wzdłuż trzeciego boku i obrotowi
o defekt (nadmiar) tego trójkąta.

Grupy ruchów:

- geom. P - przesunięcia + obroty

- geom. H- grupa Lorentza (czyste transformacje Lorentza + obroty)

- geom. E - grupa obrotów o jeden wymiar wyższa (obroty + obroty)

Geometria hiperboliczna ma zastosowanie w kinematyce relatywistycznej.

Gdy  dokonamy trzech czystych transformacji Lorentza cząstki ze spinem 
wzdłuż trzech boków trójkąta (między trzema układami inercjalnymi) ,
spin cząstki obróci się (tzw.  obrót Wignera) o defekt tego trójkąta.
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11. Układy współrzędnych

W E i H nie istnieją prostokątne układy współrzędnych bo nie istnieją
prostokąty.

W E każde dwie proste przecinają się.  W H punkty poza prostą 
zagradzającą osi układu nie miałyby przypisanych współrzędnych.

Nadal można korzystać z układów biegunowych - np. układ 
współrzędnych geograficznych jest układem biegunowym.
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12. Geometria absolutna

Należą tu twierdzenia prawdziwe zarówno w P, H jak i E.

- proste prostopadłe do danej prostej w tym samym punkcie leżą we wspólnej
płaszczyźnie.

- kąty tego samego kąta dwuściennego są równe

- płaszczyzna przechodząca przez prostą prostopadłą do innej płaszczyzny
jest sama do niej prostopadła

- trygonometria sferyczna  należy do geometrii absolutnej
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13. Niektóre twierdzenia spoza geometrii absolutnej

- odcinki równoległe zawarte między prostymi równoległymi są równe

- odcinki wycięte przez pęk równoległych z prostej są proporcjonalne do
odcinków wyciętych przez ten sam pęk z innej prostej (tw. Talesa)

- proste równoległe są równoodległe
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